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Abstract. In this summary, we introduce the classification of KE-closed subcategories
over a commutative noetherian ring. We will introduce a class of functions on the prime
spectrum which are called n-Bass functions and establish the bijection between the KE-
closed subcategories and 2-Bass functions under a mild condition.

1. 導入
環の表現論において、特定の操作で閉じる部分圏は古くから重要な役割を果たしている。典型的な例として、Serre部分圏を用いたアーベル圏の商や、トーション類による圏の分解が挙げられる。こうした部分圏は、もとの圏の中で「よく振る舞う」対象のクラスを切り出しており、どのような部分圏が存在し、それらがどのようなパラメータによって記述されるかを明らかにすることは、環およびその表現の構造を理解するための重要な手がかりを与える。実際、可換ネーター環上の加群圏においては、Serre 部分圏やトーション類をはじめとするさまざまな種類の部分圏が素スペクトルによって記述できることが知られており、抽象的な部分圏のデータを幾何学的対象と対応づける理論が発展してきた。本稿では [5, 6]に基づき、可換ネーター環上の加群圏におけるKE閉部分圏の分類について述べる。第 2節では，アーベル圏における様々な種類の部分圏を定義し、可換ネーター環上の加群圏におけるそれらの分類を紹介する。第 3節では、本稿の主結果であるKE閉部分圏の分類について述べる。本稿において，任意の部分圏は充満部分圏であり同型で閉じているとする．また本稿を通してRを可換ネーター環とする。有限生成 (右) R加群の圏をmodRで表す。可換環Rの素イデアルの集合を SpecRで表す。Krull次元を dimRで表す。またR上の加群M に対して SuppM でM の台 (support)を表し、AssM でM の素因子 (associated prime)の集合を表す。

2. 様々な種類の部分圏とその分類
この節ではアーベル圏における様々な種類の部分圏の定義を与え、可換ネーター環上の加群圏modRにおけるそれらの分類に関するこれまでの研究を述べる。アーベル圏においては、短完全列による拡大や、射の核、余核、像を取るなど様々な操作がある。まずはこれらの操作で閉じるような部分圏を導入する。

Definition 1. アーベル圏Aの加法部分圏X を考える。
(1) X が拡大で閉じるとは、任意のAの短完全列 0 → A → B → C → 0に対して

A,C ∈ X ならばB ∈ X となるときに言う。
The detailed version of this paper will be submitted for publication elsewhere.



(2) X が部分対象で閉じるとは、任意のAの短完全列 0 → A → B → C → 0に対してB ∈ X ならばA ∈ X となるときに言う。
(3) X が商で閉じるとは、任意のAの短完全列 0 → A → B → C → 0に対してB ∈ XならばC ∈ X となるときに言う。
(4) X が核で閉じるとは、任意のAの射 f : X → Y に対してX,Y ∈ X ならばKer f ∈

X となるときに言う。
(5) X が余核で閉じるとは、任意の Aの射 f : X → Y に対して X,Y ∈ X ならば

Cok f ∈ X となるときに言う。
(6) Xが像で閉じるとは、任意のAの射f : X → Y に対してX,Y ∈ Xならば Im f ∈ Xとなるときに言う。
これらの性質を組み合わせることで様々なアーベル圏の部分圏を定義される。

Definition 2. アーベル圏Aの加法部分圏X を考える。
(1) X が Serre部分圏であるとは、拡大と部分対象、商で閉じるときに言う。
(2) X がトーション・フリー類であるとは、拡大と部分対象で閉じるときに言う。
(3) X がトーション類であるとは、拡大と商で閉じるときに言う。
(4) X がワイド部分圏（あるいはCKE閉部分圏）であるとは、余核と核，拡大で閉じるときに言う。
(5) X が IKE閉部分圏であるとは、像と核，拡大で閉じるときに言う。
(6) X が ICE閉部分圏であるとは、像と余核，拡大で閉じるときに言う。
(7) X が IE閉部分圏であるとは、像と拡大で閉じるときに言う。
(8) X がKE閉部分圏であるとは、核と拡大で閉じるときに言う。
(9) X がCE閉部分圏であるとは、余核と拡大で閉じるときに言う。
これらの部分圏の関係は次のように図示できる：

Serre

トーション・フリー類 ワイド トーション類
IKE閉 ICE閉
KE閉 IE閉 CE閉

拡大閉 .

可換ネーター環R上の有限生成加群の圏modRに関しては、これらの部分圏の多くが分類されてきた。
Theorem 3 ([3]). 以下の対応の間には全単射が存在する：

• modRの Serre部分圏の集合。



• SpecRの特殊化閉部分集合の集合。ここで部分集合 Z ⊆ SpecRが特殊化閉であるとは、任意の p, q ∈ SpecRに対して p ∈ Zかつ p ⊆ q ならば q ∈ Zとなるときに言う。
対応は次で与えられる：

X $→ SuppX :=
⋃

X∈X

SuppX, Z $→ modZ R := {M ∈ modR | SuppM ⊆ Z}.

つまりmodRの Serre部分圏は SpecRの特殊化閉部分集合で分類される。
Theorem 4 ([9]). 以下の集合の間には全単射が存在する：

• アーベル圏modRのトーション・フリー類の集合。
• SpecRのべき集合。

対応は次で与えられる：

X $→ AssX :=
⋃

X∈X

AssX, Φ $→ modassΦ R := {M ∈ modR | AssM ⊆ Φ}.

つまりmodRのトーション・フリー類は SpecRの部分集合で分類される。
Theorem 5 ([1, 7, 9]).

(1) modRの加法部分圏X に対して次は同値である：
• X は Serre部分圏である。
• X はトーション類である。
• X はワイド部分圏である。
• X は ICE閉部分圏である。
• X はCE閉部分圏である。つまり上記の部分圏は SpecRの特殊化閉部分集合で分類される。

(2) modRの加法部分圏X に対して次は同値である：
• X はトーション・フリー類である。
• X は IKE閉部分圏である。
• X は IE閉部分圏である。つまり上記の部分圏は SpecRの部分集合で分類される。



つまりmodRの部分圏のクラスは次のように分けられる：
Serre

トーション・フリー類 トーション類
ワイド

IKE閉 ICE閉
IE閉

KE閉 CE閉
拡大閉

上記の分類から自然に浮かび上がる問として「KE閉部分圏もトーション・フリー類と一致するのか？」がある。次の節で見るようにこれには簡単な反例がある。次に自然な問として「いつKE閉部分圏とトーション・フリー類は一致するのか？」がある。これに答えるのが次の定理である。
Theorem 6 ([5]). 次の条件を考える：

(1) Krull次元が 1以下である: dimR ≤ 1.
(2) 加群圏modRにおいてトーション・フリー類とKE閉部分圏は一致する。このとき (1)ならば (2)がつねに成立する。さらにRがCohen-Macaulay環の準同型像であれば (2)ならば (1)が成立する。
この定理における「Cohen-Macaulay環の準同型像である」という条件は非常にゆるい仮定であり、体上の有限生成代数や完備局所環、双対複体を持つネーター環といったクラスの環はこの条件を満たす。この意味で、トーション・フリー類とKE閉部分圏が一致することと dimR ≤ 1はほとんど同値であり、上で述べた疑問のほぼ完全な答えを与えている。以上が可換ネーター環上の加群圏modRの部分圏の分類に関するこれまでの研究結果である。これらの部分圏の分類のネーター代数やスキームへの拡張に関しては、それぞれ

[4]と [8]を見よ。次節では、一般のKrull次元におけるKE閉部分圏の完全な分類を紹介する。
3. KE閉部分圏の分類

この節ではKE閉部分圏の分類について述べる。Serre部分圏やトーションフリー類は
SpecRの部分集合を用いて記述することができたが、KE閉部分圏はより高次の情報を用いなければ記述することができない。そのためまずmodRの部分圏と SpecR上の関数の間にある対応を構成する。その後、Bass関数と呼ばれる関数のクラスを導入し、この対応がKE閉部分圏と 2-Bass関数の間の一対一対応を導くことを紹介する。



KE閉部分圏とは、核と拡大で閉じる加法部分圏のことであった。加群圏modRにおいては次のような自然な例がある。
Example 7. 体K上の二変数形式的べき級数環R = K[[x, y]]を考える。このとき有限生成射影加群の圏 projRはmodRのKE閉部分圏である。実際、拡大で閉じることは射影性からすぐに分かる。有限生成射影加群の間の射 f : P → Qを考えるこのとき、次の完全列がある:

0 → Ker(f) → P
f−→ Q → Cok(f) → 0いまRの大域次元は 2なので、Cok(f)の射影次元は 2以下である。これはKer(f)が射影加群であることを意味する。よって projRはKE閉部分圏である。一方で projRは部分対象で閉じず、トーション・フリー類とはならない。実際、Rのイデアル (x, y)を考えると x · y − y · x = 0という非自明な関係が生成元にあるため、これは自由加群ではない。よってRが局所環なことから、これは射影加群ではないことが分かる。より一般に dimR = 2のとき、極大Cohen-Macaulay加群の圏 CM(R)はmodRのKE閉部分圏である。

KE閉部分圏を分類するためにmodRの部分圏と SpecR上の関数の間の次の対応を考える。
• 部分圏X ⊆ modRに対して、関数 SpecR → N ∪ {∞}を次で定める：

fX (p) := inf
X∈X

{depthRp
Xp}, p ∈ SpecR.

• 関数 SpecR → N ∪ {∞}に対して、modRの部分圏を次で定める：
Xf := {M | depthRp

Mp ≥ f(p) for all p ∈ SpecR}.
この対応に関する最初の主結果を述べる。

Theorem 8 ([6]). KE閉部分圏X ⊆ modRに対してX = XfX が成立する。つまり、次の等式が成立する：
X =

{
M ∈ modR | depthRp

Mp ≥ fX (p) for all p ∈ SpecR
}
.

この定理からとくにKE閉部分圏から関数を作る操作は単射である。よってその像を決定することによってKE閉部分圏を分類できる。部分圏から作られる関数の性質を抽象化したのが次に定義するBass関数である。
Definition 9. 関数 f : SpecR → N ∪ {∞}が次の三つの条件を満たすときBass関数であるという：

(B1): 関数 f の定義域 dom(f) := {p | f(p) < ∞}は特殊化閉である。
(B2): dom(f)の包含関係による極小元 pに対して f(p) = 0である。
(B3): dom(f)における任意の飽和した包含 p ! qに対して f(q) ≤ f(p) + 1である。さらに f(p) ≤ nが任意の p ∈ dom(f)で成立するとき n-Bass関数であるという。

Example 10.

(1) 任意のM ∈ modRに対して深さ関数 p $→ depthRp
MpはBass関数である。

(2) より一般に任意の部分圏 X ⊆ modRに対して fX は Bass関数である。さらに XがKE閉ならば fX は 2-Bass関数となる。



(3) 任意の部分集合Φ ⊆ SpecRに対して、次で関数を定める：
fΦ(p) :=






0 if p ∈ Φ,

1 if p ̸∈ Φ but p ⊇ q for some q ∈ Φ,

∞ else.このとき fΦは 1-Bass関数である。
Remark 11. Bass関数fがf(p) ≤ depthRpを任意のp ∈ SpecRに対して満たすとき、関数
p $→ depthRp−f(p)は [2, 10]で支配的分解部分圏 (dominant resolving subcategory)を分類するために導入されたモデレート関数 (moderate function)と一致する。実際、定理 8の証明でもKE閉部分圏と支配的分解部分圏の関係が証明の鍵となっている。
以上の準備のもと、KE閉部分圏の分類を述べる。

Theorem 12. RはCM環の準同型像であると仮定する（より一般に (S2)-優秀という仮定でも良い）。このとき f = fXf
が任意の 2-Bass関数 f に対して成立する。

よって定理 8と合わせることで次の全単射を得る：
{modRの部分圏 }

{関数 SpecR → N ∪ {∞}
}

{KE閉部分圏 } {2-Bass関数 }.

f(−)

X(−)

"

⊆ ⊆

2-Bass関数は SpecRのポセット構造にしか依存しないことに注意すると、この全単射はmodRのKE閉部分圏が位相空間 SpecRの内在的な情報のみを用いて記述できることを示している。
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