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Abstract. In this summary, we introduce the classification of torsion-free classes of the
category of coherent sheaves on an elliptic curve via the slope stability condition.

1. 導入
部分圏の分類問題は，環の表現論や代数幾何学において傾理論やスキームの圏論的復元

問題との関連から長い間研究されてきた．最も古典的な結果はGabrielによるネーター・
スキーム上の連接層の圏における Serre部分圏の分類 [3]であり，彼は Serre部分圏とス
キームの特殊化閉部分集合の間に明示的な全単射を構成した．とくに特別な場合として可
換ネーター環上の加群圏の Serre部分圏を分類した．この結果に触発され，可換ネーター
環の場合には様々な種類の部分圏がこれまで研究・分類されてきた [2, 6, 9, 10]．一方で，
連接層の圏の部分圏に関する研究はGabriel以降あまり多くなく (cf. [1, 4, 7, 8])，一次元
代数多様体の場合でもその分類はまだほとんど分かっていない．本稿では，楕円曲線（種
数 1の非特異射影曲線）の場合のトーションフリー類の分類を紹介する．
以下，代数閉体 kを固定し，すべての対象は k上で考える．また任意の部分圏は充満部

分圏であり同型で閉じていることを仮定する．トーションフリー類 (torsion-free class)
とは，拡大と部分対象で閉じる部分圏を言う．トーション対の一部であることは仮定しな
いことに注意せよ．

2. 連接層の圏について
本論に入る前に非特異射影曲線 C 上の連接層の圏 cohC の位置づけを環の表現論の観

点からを簡単に解説する．ネーター環Λに対して有限生成Λ加群のなすアーベル圏modΛ
が定まるように，ネーター・スキームXに対してX上の連接層のなすアーベル圏 cohX
が定まる．非特異射影曲線Cはネータースキームの中でも遺伝的有限次元代数 (たとえば
道代数)に対応するものであり，アーベル圏 cohCは次のような性質を持つ：

• Hom有限(Hom-finite)である．すなわち，任意のF,G ∈ cohCに対してHom(F,G)
は有限次元ベクトル空間である．

• 遺伝的 (hereditary)である．すなわち，任意の n ≥ 2に対して Extn(−,−) = 0
である．

このことから非特異射影曲線上の連接層の圏 cohCは，環の表現論において扱われる圏と
非常に近い性質を持つアーベル圏である．一方で cohCはゼロでない射影対象を持たない
など，加群圏modΛとは大きく異なる性質を持ち，環の表現論の手法が簡単には適用で
きない固有の興味深さを持っている．

The detailed version of this paper will be submitted for publication elsewhere.



本稿の研究対象は，楕円曲線 (elliptic curve)と呼ばれる種数 1の非特異射影曲線上の
連接層の圏である．種数 (genus)とは，非特異射影曲線Cに対して定まる非負の整数 gC
であり，アーベル圏 cohCの表現型を決定する不変量である．一般に gC の値が大きいほ
どアーベル圏 cohCは複雑な構造を持ち，gC ≤ 1ならばテイム表現型であるが，gC ≥ 2
のときはワイルド表現型になる．この意味で楕円曲線 E上の連接層の圏 cohEの部分圏
を調べる本研究は，ある種のテイム表現型アーベル圏の研究として位置付けることがで
きる．

3. 楕円曲線のトーションフリー類
非特異射影曲線 C を考える．連接層の圏 cohC のトーションフリー類の大域的な構造

を述べるためにMumfordが導入したスロープ安定性について述べる．
連接層 F ∈ cohCに対して階数 rkFという非負整数と次数 degFという整数が定まる．

これらはともに加法的関数を定める．これらの商を用いて Fのスロープを次で定める：
µ(F) :=

degF

rkF
∈ Q ∪ {∞}.

連接層F ∈ cohCが半安定 (semistable)であるとは，任意の部分対象Gに対して µ(G) ≤
µ(F)が成立するときにいう．スロープ µの半安定連接層のなす部分圏を cohµ Cで表す．
上で導入したスロープ安定性はトーション対の “数値的な”拡張を与える．アーベル圏

Aのトーション対 (torsion pair) (X ,Y)とはHomA(X ,Y) = 0およびA = X ∗Yを満た
す部分圏の対であった．ここでX ∗ Yは次で定義されるAの部分圏である:

X ∗ Y := {A ∈ A |完全列 0 → X → A → Y → 0, X ∈ X , Y ∈ Yが存在する }.
これに対して部分圏の族 {cohµ C}µ∈Q∪{∞}は次のような性質を持つ．

• µ > νのときHom(cohµ C, cohν C) = 0となる．
• cohC =

∪
n≥1

∪
µ1>µ2>···>µn

(cohµ1 C) ∗ (cohµ2 C) ∗ · · · ∗ (cohµn C).

このスロープ安定性を用いてトーションフリー類の漸近的挙動を記述したのが次の補
題である．
Lemma 1. 種数 gの非特異射影曲線 C を考える．トーションフリー類 X ⊆ cohC がス
ロープ µ ∈ Qの半安定連接層 Fを含むとする．このときX はスロープが µ− (2g − 1)未
満のすべての半安定連接層を含む．
トーションフリー類X ⊆ cohCに対して

µ+(X ) := sup{µ(F) | F ∈ X は半安定 }
とすれば，上の補題からX はスロープが µ+(X )− (2g − 1)未満のすべての半安定連接層
を含むことになる．よってX を決定するには，X に属するスロープ µ+(X )− (2g − 1)以
上 µ+(X )以下の半安定連接層を決定すればよいことになる．
楕円曲線 (g = 1)の場合に補題 1を用いるとスロープ µの半安定連接層を含むトーショ

ンフリー類は，スロープ µ− 1未満のすべての半安定連接層を含むことになる．じつはこ
の場合には補題 1の評価を大きく精密することができ，次が成立する．
Theorem 2. 楕円曲線Eを考える．トーションフリー類X ⊆ cohEがスロープ µ ∈ Qの
半安定連接層 Fを含むとする．このときX はスロープが µ未満のすべての半安定連接層
を含む．



この定理を用いて先ほどと同じ議論をすると，トーションフリー類X ⊆ cohEを決定
するには，X に属するスロープ µ+(X )の半安定連接層を決定すればよいことになる．こ
れをもとにトーションフリー類を分類することができ，次を得る．
Theorem 3. 楕円曲線Eを考える．

(1) 任意の µ ∈ Q∪ {∞}に対して，µ+(X ) = µとなるトーションフリー類X ⊆ cohE
とEの部分集合の間には自然な一対一対応がある．

(2) 任意の µ ∈∈ R \Qに対して，µ+(X ) = µとなるトーションフリー類X がただ一
つ存在する．

(1)の対応は明示的に書くことができるが，もう少し準備が必要なので本稿では省略
する．
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