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Abstract. In this summary, we introduce the classification of several subcategories of a
torsion-free class of the module category over a commutative noetherian ring. More pre-
cisely, we classify Serre subcategories and torsion(-free) classes of a torsion-free class in
the sense of exact categories. This result extends Gabriel’s classification of Serre subcat-
egories of the module category to torsionfree classes. As an immediate consequence, we
classify the Serre subcategories and the torsion(-free) classes of the category of maximal
Cohen-Macaulay modules over a one-dimensional Cohen-Macaulay ring.
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部分圏の分類問題は，傾理論やスキームの圏論的復元問題など様々な分野との関連から
長い間研究されてきた．特に可換ネーター環の場合には，Gabrielによる Serre部分圏の
分類 [2]や，高橋によるトーション・フリー類の分類 [7]を筆頭に，これまで様々な部分圏
が分類されてきた．本稿では [4]と [5]に基づいて，これらの部分圏の分類の完全圏への拡
張を紹介する．
第 1節では，アーベル圏の様々な部分圏とその分類に関する先行研究を紹介する．第 2

節では，前節で述べたアーベル圏における部分圏の分類の，トーション・フリー類や極大
Cohen-Macaulay加群の圏 cmRといった完全圏への拡張を紹介する．
本稿において，任意の部分圏は充満部分圏であり同型で閉じているとする．またネー

ター環Λに対してmodΛで有限生成 (右)Λ加群の圏を表す．可換環Rに対して，SpecRで
Rの素イデアルの集合を表す．またR上の加群Mに対して，SuppMでMの台 (support)
を表し，AssM でM の素因子の集合を表す．

1. アーベル圏の様々な部分圏
この節では，本稿の主な考察対象であるアーベル圏の様々な部分圏とその分類を紹介

する．アーベル圏では，短完全列による拡大や，射の核，余核，像を取るなどの操作があ
る．まずはこれらの操作で閉じるような部分圏を導入する．
Definition 1. アーベル圏Aの加法部分圏X を考える．

(1) X が拡大で閉じるとは，任意のAの短完全列 0 → A → B → C → 0に対して
A,C ∈ X ならばB ∈ X となるときに言う．

(2) X が部分対象で閉じるとは，任意のAの短完全列 0 → A → B → C → 0に対し
てB ∈ X ならばA ∈ X となるときに言う．

(3) X が商で閉じるとは，任意のAの短完全列 0 → A → B → C → 0に対してB ∈ X
ならばC ∈ X となるときに言う．
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(4) X が核で閉じるとは，任意の Aの射 f : X → Y に対して，X,Y ∈ X ならば
Ker f ∈ X となるときに言う．

(5) X が余核で閉じるとは，任意の Aの射 f : X → Y に対して，X,Y ∈ X ならば
Cok f ∈ X となるときに言う．

(6) X が像で閉じるとは，任意の Aの射 f : X → Y に対して，X,Y ∈ X ならば
Im f ∈ X となるときに言う．

これらの性質を組み合わせることで様々なアーベル圏の部分圏を定義することができる．
Definition 2. アーベル圏Aの加法部分圏X を考える．

(1) X が Serre部分圏であるとは，拡大と部分対象，商で閉じるときに言う．
(2) X がトーション・フリー類であるとは，拡大と部分対象で閉じるときに言う．
(3) X がトーション類であるとは，拡大と商で閉じるときに言う．
(4) X がワイド部分圏（あるいはCKE閉部分圏）であるとは，余核と核，拡大で閉
じるときに言う．

(5) X が IKE閉部分圏であるとは，像と核，拡大で閉じるときに言う．
(6) X が ICE閉部分圏であるとは，像と余核，拡大で閉じるときに言う．
(7) X が IE閉部分圏であるとは，像と拡大で閉じるときに言う．
(8) X がKE閉部分圏であるとは，核と拡大で閉じるときに言う．
(9) X がCE閉部分圏であるとは，余核と拡大で閉じるときに言う．
これらの部分圏の関係は次のように図示できる：

Serre

トーション・フリー類 ワイド トーション類

IKE閉 ICE閉

KE閉 IE閉 CE閉

拡大で閉じる .

可換ネーター環R上の有限生成加群の圏modRに関しては，これらの部分圏の多くが
分類されてきた．
Theorem 3 ([2]). Rを可換ネーター環とする．このとき対応

X 7→ SuppX :=
∪
X∈X

SuppX, Z 7→ modZ R := {M ∈ modR | SuppM ⊆ Z}

は次の集合の間に互いに逆な全単射対応を与える：
• modRの Serre部分圏の集合．
• SpecRの特殊化閉部分集合の集合．ここで部分集合Z ⊆ SpecRが特殊化閉(specialization-
closed)であるとは，任意の p, q ∈ SpecRに対して p ∈ Zかつ p ⊆ q ならば q ∈ Z
となるときに言う．



つまりmodRの Serre部分圏は SpecRの特殊化閉部分集合で分類される．
Theorem 4 ([7]). Rを可換ネーター環とする．このとき対応

X 7→ AssX :=
∪
X∈X

AssX, Φ 7→ modassΦ R := {M ∈ modR | AssM ⊆ Φ}

は次の集合の間に互いに逆な全単射対応を与える：
• アーベル圏modRのトーション・フリー類の集合．
• SpecRのべき集合．

つまりmodRのトーション・フリー類は SpecRの部分集合で分類される．
Theorem 5 ([1, 6, 7]). Rを可換ネーター環とする．

(1) modRの加法部分圏X に対して次は同値である．
• X は Serre部分圏である．
• X はトーション類である．
• X はワイド部分圏である．
• X は ICE閉部分圏である．
• X はCE閉部分圏である．

つまり，上記の部分圏は SpecRの特殊化閉部分集合で分類される．
(2) modRの加法部分圏X に対して次は同値である．

• X はトーション・フリー類である．
• X は IKE閉部分圏である．
• X は IE閉部分圏である．

つまり，上記の部分圏は SpecRの部分集合で分類される．
つまりmodRの部分圏のクラスは次のように分けられる：

Serre

トーション・フリー類 トーション類

ワイド

IKE閉 ICE閉

IE閉

KE閉 CE閉

拡大で閉じる
これが可換ネーター環R上の加群圏modRの部分圏の分類に関する先行研究である．次
節では，これらの分類のトーション・フリー類への拡張を紹介する．これらの部分圏の分
類のネーター代数やスキームへの拡張に関してはそれぞれ [3]と [4]を見よ．



2. 完全圏の部分圏の分類
前節までは，加群圏modRなどのアーベル圏の部分圏について論じていたのに対して，

この節では，極大Cohen-Macaulay加群の圏 cmRなどの完全圏（＝アーベル圏の拡大で
閉じた部分圏）の部分圏について論じたい．そのためにまず次の概念を導入する．
Definition 6. アーベル圏Aの拡大で閉じた部分圏X を考える．このときX の許容短完
全列とは，Aの短完全列 0 → A → B → C → 0であってA,B,C ∈ X となるものである．
許容短完全列を考えることで，X の中でアーベル圏のようなホモロジー代数的議論を

行うことができるようになる．とくにアーベル圏の短完全列をX の許容短完全列に置き
換えることで，X の Serre部分圏やトーション（・フリー）類を考えることが出来る．
Definition 7. アーベル圏Aの拡大で閉じた部分圏X とX の加法部分圏 Sを考える．

(1) S が拡大で閉じるとは，任意のX の許容短完全列 0 → X → Y → Z → 0に対し
てX,Z ∈ Sならば Y ∈ Sとなるときに言う．

(2) Sが許容部分対象で閉じるとは，任意のX の許容短完全列 0 → X → Y → Z → 0
に対して Y ∈ SならばX ∈ Sとなるときに言う．

(3) X が許容商で閉じるとは，任意のX の許容短完全列 0 → X → Y → Z → 0に対
して Y ∈ SならばZ ∈ Sとなるときに言う．

(4) SがX の Serre部分圏であるとは，拡大と許容部分対象，許容商で閉じるときに
言う．

(5) SがX のトーション・フリー類であるとは，拡大と許容部分対象で閉じるときに
言う．

(6) SがX のトーション類であるとは，拡大と許容商で閉じるときに言う．
この節で紹介する主結果は，可換ネーター環R上の加群圏modRのトーション・フリー

類の部分圏の分類である．まず定理 4よりmodRのトーション・フリー類は，SpecRの
部分集合Φを用いて次のような形で記述されたことを思い出そう：

modassΦ R := {M ∈ modR | AssM ⊆ Φ}.

実は完全圏modassΦ Rの Serre部分圏やトーション・フリー類はΦのある部分集合を用いて
記述することができる．
Theorem 8 ([4]). Rを可換ネーター環とし，Φを SpecRの部分集合とする．このとき
対応

X 7→ AssX :=
∪
X∈X

AssX, Ψ 7→ modassΨ R

は次の集合の間に互いに逆な全単射対応を与える：
• modassΦ Rの Serre部分圏の集合．
• Φの特殊化閉部分集合の集合．ここで部分集合Ψ ⊆ Φが特殊化閉(specialization-
closed)であるとは，任意の p, q ∈ Φに対して p ∈ Ψかつ p ⊆ q ならば q ∈ Ψと
なるときに言う．

つまり完全圏modassΦ Rの Serre部分圏はΦの特殊化閉部分集合で分類される．
この定理においてΦ = SpecRとすれば，定理 3が復元される．この意味でこの定理は，

定理 3の完全圏への拡張だと思える．



Theorem 9 ([5]). Rを可換ネーター環とし，Φを SpecRの部分集合とする．このとき
modassΦ Rの中で Serre部分圏とトーション類は一致する．とくに完全圏 modassΦ Rのトー
ション類はΦの特殊化閉部分集合で分類される．
Theorem 10 ([5]). Rを 1次元可換ネーター環とし，Φを SpecRの部分集合とする．こ
のとき対応

X 7→ AssX :=
∪
X∈X

AssX, Ψ 7→ modassΨ R

は次の集合の間に互いに逆な全単射対応を与える：
• modassΦ Rのトーション・フリー類の集合．
• Φのべき集合．

つまり完全圏modassΦ Rのトーション・フリー類はΦの部分集合で分類される．
この定理においてΦ = SpecRとすれば，1次元の場合の定理 4が復元される．この意

味でこの定理は，定理 4の完全圏への拡張だと思える．次元が 2以上の可換ネーター環に
関しては，この定理の反例が存在する．

1次元 Cohen-Macaulay環に対しては，極大 Cohen-Macaulay加群の圏 cmRはmodR
のトーション・フリー類となり，cmR = modassMinR Rとなる．ここでMinRはRの極小素
イデアルの集合である．よってここまでの定理を合わせることで次を得る．
Corollary 11. Rを 1次元Cohen-Macaulay環とする．このとき完全圏 cmRの中で Serre
部分圏，トーション類およびトーション・フリー類は一致する．またこれらの部分圏は
MinRの部分集合で分類される．
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