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Abstract. Let R be an associative ring and J(R) its Jacobson radical. The following
Nakayama-Azumaya’s Lemma is well known.

Nakayama-Azumaya’s Lemma Let M be a finitely generated right R-module. If M
satisfies MJ(R) = M , then M = 0.

This property holds also for a projective module M . We show the following General-
ized Nakayama-Azumaya’s Lemma as the unified theorem of the above two results.
Generalized Nakayama-Azumaya’s Lemma Let M be a direct summand of a direct
sum of finitely generated right R-modules. If M satisfies MJ(R) = M , then M = 0.

In the beginning of this article, we give the final report on Ware’s problem proposed
in [9] by R.Ware, i.e., the following Ware’s problem is affirmative.
Ware’s problem Assume a projecive module P has a unique maximal submodule, then
this submodule is the largest submodule of P .
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1. Wareの問題の最終報告

第 51回環論および表現論シンポジューム (2018年 9月 岡山理科大学)において、下記
のWareの問題 [9]が肯定的に解けたことを報告した所、[2]に反例があるとの指摘を受け
た。（詳細は [5]に記載）

Wareの問題 環 R 上の右射影R加群 P が唯一つの極大部分加群 Lを持てば、 Lは
P の最大の部分加群である。よって、P はRの直和因子と同型である。

しかし、この論文 [2]は直接反例を作っているのでなく、quasi-smallという条件を考え、
quasi-smallでない加群の特徴付けを [2]の定理 5.3で与え、このような加群の存在は [3]に
あるので、Wareの問題は否定的であると結論を出していた。

This article is the Japanese explanations of the two papers [1, 5].



この論文 [3]が入手できず、この条件を満たす例を別途構成してみた（[6] Example 5参
照）。この例を検証した所、[2]の結果が成り立たないことが分かった。この結果、シンポ
ジュームでの報告内容 [5] が否定された訳ではないので、証明を記した論文をProc. AMS
に投稿しレフリーの判定を受け論文 [6]が掲載された。これにより、最終的にWare問題
は肯定的に解決された。

2. 一般化された中山・東屋の補題

本稿では以下Rを環、J(R)をRの Jacobson Radicalとする。中山・東屋の補題とは良
く知られた次の命題である。

中山・東屋の補題 M を有限生成加群あるいは射影加群とする。
このとき、M がMJ(R) = M を満たせばM = 0である。

前章で述べたWareの問題の証明で、中山・東屋の補題が射影加群で成立することを使
用した。この事実が成立することは [1]等に記載がある。なお、[6]での証明はこれらとは
異なる新しいものである。
この 2つの結果を統合するものとして、次の一般化された中山・東屋の補題が成立する

ことを示すのが本稿の主目的である。

一般化された中山・東屋の補題 M を有限生成加群の直和の直和因子とする。このと
き、M がMJ(R) = M を満たせばM = 0が成立する。

Wareの問題の [6]での考察では、非零射影加群は極大部分加群を含むことを最初に示
し、P = PJ(R)を満たす射影加群は零加群であるという方向で射影加群に対する中山・
東屋の補題の別証明を与えた。しかし、射影加群でない場合は、一般に極大部分加群を
含まないので、この論法は使えない。射影加群 P が極大部分加群を含まないと仮定して
P = PJ(R) を示した後の矛盾を導いている部分の論法も、射影性の仮定をなくし、単に
M = MJ(R)を満たす加群M とした場合は、証明中で用いた Zornの補題を適用するた
めの極小な短完全列の分離性が言えないので、やはり一般には適用できない。
このようないきさつから、全面的に方針を変え、次の 2段階の考察を通じて一般化された
中山・東屋の補題を証明した。

第一段階： 一般化された中山・東屋の補題が成立しないとすると、中山-東屋特異加群
(NAS-加群)と呼ばれる、次の性質を持つ自明でない加群M が存在することを示す [7]。

(1) M の有限生成部分加群の列 M1 ⊂M2 ⊂ · · · で、
M =

∪
i∈N Miかつ各自然数 iについてMi ⊂Mi+1J(R)となる。

（結果的にM = MJ(R)である。）
(2) 各 (xi) ∈ ⊕i∈NMiに対し f((xi)) =

∑
i∈N xi と準同形 f : ⊕i∈NMi → M を定義す

る。このとき、ある準同形 g : M → ⊕i∈NMiで fg = 1M を満たすものがある。
(3) 各自然数 iについてMi ∩ g(M) = Mi ∩ ker f = 0 となる。

第二段階： 上記の条件のうち、(1)と (2)を満たす加群 (WNAS加群と呼ぶ)は零加群の
みであることを示す [8]。

3. NAS加群

この節では、第一段階で述べたように、一般化された中山・東屋の補題が成立しない
とすると非零NAS加群が存在することの証明を与える。具体的には、有限生成加群の直
和の直和因子である非零加群M でMJ(R) = M を満たす加群からNAS加群を構成する



ことが本質的な内容である。なお、この節の内容は日中韓環論国際シンポジューム報告集
[7]に記載されているが、[7]には構成方法の他に例なども載っているので併せて参照願い
たい。

3.1. 準備と設定. 加群 F を有限生成加群 {Fδ}δ∈∆の直和 F = ⊕δ∈∆Fδとする。F の直和
分解 F = M ⊕ N がありM = MJ(R)であると仮定する。このとき、I. Kaplansky[4]よ
り、M は可算生成加群の直和である。したがって、M の可算生成の直和因子M ′を取る
とM ′ = M ′J(R)を満たすので、M 自身が可算生成と仮定して良い。このとき、M は可
算個の Fδの直和に入り、したがって、その直和因子になる。これにより∆も可算集合と
仮定して良い。そこで、本稿では∆として自然数の集合Nを用いることにする。
次に、直和因子であることを写像の条件で記述する。f : F → M を分離全射準同形、

g : M → F を fg = 1M となる単射準同形とする。これに付随して、準同形 g′ : F → N お
よび f ′ : N → F があり、1F = gf + f ′g′, g′f ′ = 1N , ff

′ = 0, g′g = 0となるものがある。

3.2. 条件 (3)を満たす非零加群の構成 (Non-redundant Process). ここでは、NAS加
群の条件 (3)を満たす非零加群でMJ(R) = M を満たす加群が存在することを調べる。
そこで、F = M ⊕N の商加群について、次の等式を考える。

⊕i∈N(Fi/⊕i∈N ((M ∩ Fi)⊕ (N ∩ Fi))) = M/⊕i∈N (M ∩ Fi)⊕N/⊕i∈N (N ∩ Fi)

もし、M/⊕i∈N (M ∩ Fi)が零ならM = ⊕i∈N(M ∩ Fi)となり、F = M ⊕N = ⊕i∈N(M ∩
Fi)⊕N であることから、各自然数 nについてモジュラー則を適用して

Fn = F ∩ Fn = (M ∩ Fn)⊕ (((⊕n ̸=i(M ∩ Fi))⊕N) ∩ Fn)

となる。したがって、M ∩ Fnは有限生成で (M ∩ Fn)J(R) = M ∩ FnからM ∩ Fn = 0で
ある。よって、M = 0となり矛盾する。
これにより、F,M,N 各々を上記の各商群と置き換えても、前提条件は成り立っている

ので、置き換えた加群を改めて F,M,N として良い。

3.3. 部分加群の構成（Rearrangement Process）. ここでは、加群 {Fn}をNAS加群の
条件 (1)を満たすM の有限生成部分加群 {Mn}に取ることができることを調べる。
各 Fn は有限生成より Fn =

∑in
s=1 ansR (ans ∈ Fn)とし、xns = f(ans) ∈ M, yns =

g′(ans) ∈ N とおくと、ans = g(xns) + f ′(yns)である。さらに、pns = g(xns)とおくと、
f(ans) = f(pns) = xnsである。そこで、ansはM ⊕N の元として ans = ( xns

yns )とかける。
また、Gn = {pns | s = 1, 2, · · · , in} とすると、

∪
n∈N Gnは g(M)の生成元である。ここで

は、F = M ⊕ N の直和の元としてのM の元は xns、F の元としてのM の元を pnsと区
別して使う。

MJ(R) = M より、pns ∈ g(M) = g(M)J(R) ⊂ FJ(R) =
∑

n∈N⊕FnJ(R)から、

pns =
∑tns

j=1

∑i(ns)j

k=1 a(ns)jkr(ns)jk, (r(ns)jk ∈ J(R))

と表される。この式に f を施すと、

xns = f(pns) =
∑tns

j=1

∑i(ns)j

k=1 f(a(ns)jk)r(ns)jk =
∑tns

j=1

∑i(ns)j

k=1 x(ns)jk
r(ns)jk

となる。さらに gを施すと pns =
∑tns

j=1

∑i(ns)j

k=1 p(ns)jkr(ns)jk となる。特に、n = s = 1と取

り (1, 1)1 = 1と番号を入れ替えると p1,1 =
∑t1,1

j=1

∑i(1,1)j
k=1 p(1,1)jkr(1,1)jk となる。

r(1,1)11 = r1,1 = 0なら、G1から p1,1を取り去ることができる。



r(1,1)11 = r1,1 ̸= 0なら、p1,1(1− r1,1) =
∑i1

k=2 p1kr1k +
∑t1,1

j=2

∑i(1,1)j
k=1 p(1,1)jkr(1,1)jk

となり、r1,1 ∈ J(R)であるので 1 − r1,1は可逆元である。このことから、G1から p1,1を
取り去ることができる。

G1の元に順次この議論を繰り返し、ある自然数 sでG1 ⊂
∑s

n=2

∑in
k=1 pnkR となる。さ

らに、ある自然数 s′で
∑s

n=1

∑in
k=1 pnkR ⊂ ⊕1≤n≤s′Fnとなる。

ここで、m ≤ sとなるmについて、f ′(ymk) = amk − g(xmk) ∈ ⊕1≤n≤s′Fn であるので、
{f ′(ynk) | n = 1, · · · s, k = 1, · · · , in} ⊂ ⊕1≤n≤s′Fnに注意すると、改めて⊕2≤n≤s′FnをF2

と置き換えて良い。
この議論を繰り返し、帰納的にGn ⊂ Fn+1となるように Fn+1を置き換える。さらに、

これにプロセス 3.2を適用しておく。

3.4. NAS加群の構成. 上記のことから、( x
y ) ∈ Fi となる x ∈ M, y ∈ N に対し、( x

y′ ) ∈
Fi+1 となる y′ ∈ Nがあることがわかる。この y′はただ一つ決まることに注意する。なぜな
ら、( x

y′′ ) ∈ Fi+1 があれば、両者の差を取り
(

0
y′−y′′

)
∈ Fi+1、すなわち、y′−y′′ ∈ N ∩Fi+1

より、プロセス 3.2から y′ − y′′ = 0である。同様に、x ∈ M 対し、( x
y ) ∈ Fi なら、この

y ∈ N もただ一つ決まるので、これを y
(i)
x とおく。これから、x, x′ ∈M, r ∈ Rに対し、

(1) y
(i)
x r = y

(i)
xr , (2) y

(i)
x + y

(i)
x′ = y

(i)
x+x′

が成立する。よって、fi = f |Fi : Fi → M, fi (
x
y ) = x, Mi = Imfiとすると fi : Fi → Mi

は同型写像を与えることがわかる。実際、ϵi = f−1
i : Mi → Fiは ϵi(x) =

( x

y
(i)
x

)
で与えら

れる。このことから、FiとMiを同一視する。
また、N についても gi

′ = g′|Fi : Fi → N, Ni = Im gi
′とする。このとき、上記 (1), (2)

から αi : Mi → Ni, αi(x) = y
(i)
x は準同形を与えることがわかる。

先の対応 Fi → Fi+1 :
( x

y
(i)
x

)
7→

( x

y
(i+1)
x

)
は単射準同形 βi : Mi → Mi+1, βi(x) = x およ

び γi : Ni → Ni+1, γi(y
(i)
x ) = y

(i+1)
x を与えるので、これによりMi ⊂ Mi+1, Ni ⊂ Ni+1 と

考える。また、構成からGi ⊂ Fi+1J(R)であったので、Mi ⊂ Mi+1J(R)である。また、∪
j∈N Mj = M も構成方法から成立している。

4. WNAS加群

この節では第二段階としてWNAS加群は零加群のみであることを示す。これにより、
一般化された中山・東屋の補題が成立することがわかる。

4.1. 第二段階の設定. F = ⊕i∈NMi = M ⊕N について、各MiはM の有限生成部分加群
で、Mi ⊂Mi+1J(R)かつ

∪
i∈N Mi = M を満たすとする。必然的にM = MJ(R)である。

また、第一段階で用いた次の準同形の記号を用いる。
f : F →M と g : M → F は f((xi)) =

∑
i∈N xi, fg = 1M で定義された準同形、

g′ : F → N と f ′ : N → F は F がM とN の直和であることを示す準同形、
すなわち、1F = gf + f ′g′, g′f ′ = 1N , ff

′ = 0, g′g = 0を満たし、次の完全列を与える。

0 −−−→ N
f ′
−−−→ F

f−−−→ M −−−→ 0.

0 ←−−− N
g′←−−− F

g←−−− M ←−−− 0.
さらに、第一段階の議論から各 iについて、次のように仮定してよい。

g(Mi) ⊂M1 ⊕ · · · ⊕Mi ⊕Mi+1, M ∩Mi = N ∩Mi = 0.
これを元に次のような設定をする。



M0 = 0として F [1] = M0 ⊕ F とおく。各自然数 iについて、αi : Mi →Mi/Mi−1 を自
然な全射準同形とし、これを直和への準同形α = (αi) : F → F/F [1] = M1⊕M2/M1⊕· · ·
に拡張する。また、pi : F →Mi を第 i成分への射影とする。

pi+1g|Mi : Mi → F → Mi+1 ⊂ M を考える。g(Mi−1) ⊂ M1 ⊕ · · · ⊕Miであることに
注意すると、pi+1g(Mi−1) = 0である。よって、pi+1g|Miは f i : Mi/Mi−1 → M を導き、
pi+1g|Mi = f iαiとなる。そこで、f : F/F [1]→ M を f(α(x)) =

∑
i∈N f i(αipi(x))、hを

h = fαg : M → F → F/F [1]→ Im(f) と決める。

4.2. 生成元の挙動. この節では F,M,N,Mi (i ∈ N)の生成元の関係を調べる。
最初に次の補題を挙げておく。これはMi ⊂Mi+1J(R)より中山・東屋の補題を用いて

容易にわかる。

補題１ Mi/Mi−1 = αi(yi1)R+ · · ·+αi(yiti)R とするとMi = yi1R+ · · ·+ yitiRとなる。

そこで、Mi = ai1R+· · ·+aitiR, (i ∈ N)かつαi(aij) ̸= αi(0)となる生成元{ai1, · · · , aiti}
が取れる。また、g(aij)の F での成分表示を次のように定義する。

g(aij) = (y
(ij)
1 , · · · , y(ij)i , y

(ij)
i+1, 0, · · · ) ∈ F =

⊕
i∈N Mi. (A)

これらについて、次のような関係式がある。

補題２ 次のことが成立する。ただし、i ∈ N, 1 ≤ j ≤ tiである。

(1) aij = y
(ij)
1 + · · ·+ y

(ij)
i + y

(ij)
i+1.

(2) g(aij) = g(y
(ij)
1 ) + · · ·+ g(y

(ij)
i ) + g(y

(ij)
i+1).

(3) αi(y
(ij)
i ) = αi(aij)− αi(y

(ij)
i+1).

(4) x ∈ Miとし、x = ai1r1 + · · · + aitirti (r1, · · · , rti ∈ R)を F =
⊕

i∈NMiの生成元
で表した関係式とする。各 1 ≤ k ≤ i+1について pkg(x) = y

(i1)
k r1 + · · ·+ y

(iti)
k rti .

(5) y
(ij)
i+1 ∈Mi.

証明 (1)は fg = 1M より従い、(2)はこの式に gを施したものである。
(3) y

(ij)
1 , · · · , y(ij)i−1 ∈Mi−1より、αi(y

(ij)
1 ), · · · , αi(y

(ij)
i−1)は全て αi(0)と一致するので

αi(y
(ij)
i ) = αi(y

(ij)
1 ) + · · ·+ αi(y

(ij)
i−1) + αi(y

(ij)
i )

= αi(y
(ij)
1 + · · ·+ y

(ij)
i−1 + y

(ij)
i + y

(ij)
i+1)− αi(y

(ij)
i+1) = αi(a(ij))− αi(y

(ij)
i+1)

となるので (3)が成立する。
(4) xの関係式に pkgを施すと

pkg(x) = pk(g(ai1))r1 + · · ·+ pk(g(aiti))rti = y
(i1)
k r1 + · · ·+ y

(iti)
k rti

であるので (4)が成立する。
(5) 上記 (1)より y

(ij)
i+1 = aij − (y

(ij)
1 + · · ·+ y

(ij)
i )である。

一方、aij ∈Miかつ y
(ij)
k ∈Mk ⊂Mi (1 ≤ k ≤ i) なので (5)が成立する。 □

上記の式 (A)において、y
(ij)
s ∈Msであるので、g(y

(ij)
s )の F での成分表示を

g(y
(ij)
s ) = (z

(ij)
s1 , · · · , z(ij)s s+1, 0, · · · )

とおく。補題２ (5)より y
(ij)
i+1 ∈Miなので、最終項については z

(ij)
i+1 i+2 = 0であることを注

意しておく。

次の補題は、準同形 fαgに関して、具体的に関係式を記したものである。



補題３ 次のことが成立する。

(1) f(α(g(aij))) =
∑i

k=1 z
(ij)
k k+1である。

(2) 0 ̸= x ∈Mに対し、x ∈Miを満たす最小の自然数を iとし、xをMiの生成元を用
いて x = ai1r1 + · · ·+ aitirti (r1, · · · , rti ∈ R) と表す。このとき、
f(α(g(x)) =

∑ti
j=1(

∑i
k=1 z

(ij)
k k+1)rjである。

(3) 上記 xについて、g(x) = (y
(x)
1 , · · · , y(x)i , y

(x)
i+1, 0, · · · ) をF =

⊕
i∈N Miでの成分表示

とする。このとき、
f(α(g(x)))は、1 ≤ k ≤ iに対する g(y

(x)
k )の第 k + 1成分の総和である。

証明 (1) α(g(aij)) = (α1(y
(ij)
1 ), · · · , αi(y

(ij)
i ), αi+1(y

(ij)
i+1), 0, · · · ) ∈ F/F [1]であったの

で、f(α(g(aij))) = f 1(α1(y
(ij)
1 )) + · · ·+ f i(αi(y

(ij)
i )) + f i+1(αi+1(y

(ij)
i+1))となる。

また、定義から fk(αk(y
(ij)
k )) = z

(ij)
k k+1 (1 ≤ k ≤ i + 1) であり、特に k = i + 1のときは

z
(ij)
i i+1 = 0より (1)が成立する。
(2) f(α(g(x)) =

∑ti
j=1 f(α(g(aij)))rj に (1)の式を代入して得られる。

(3) x ∈ Miを生成元を用いて x = ai1r1 + · · ·+ aitirti (r1, · · · , rti ∈ R) と表し gを施し
た式 g(x) = g(ai1)r1 + · · · + g(aiti)rti を考える。g(aij) = (y

(ij)
1 , · · · , y(ij)i , y

(ij)
i+1, 0, · · · )なの

で、y
(x)
k = pk(g(x)) =

∑ti
j=1 y

(ij)
k rkとなる。したがって、g(y

(x)
k ) =

∑ti
j=1 g(y

(ij)
k )rk である

ことから、g(y
(x)
k )の第 k + 1成分は pk+1(g(y

(x)
k )) =

∑ti
j=1 pk+1(g(y

(ij)
k ))rk =

∑ti
j=1 z

(ij)
k k+1rk

となる。このことから、 g(y
(x)
1 ), · · · , g(y(x)i )の第 k + 1成分の総和は

∑i
k=1

∑ti
j=1 z

(ij)
k k+1rk

で、和の順序を入れ替え
∑ti

j=1(
∑i

k=1 z
(ij)
k k+1)rj となる。したがって、 (2)の式から、これ

は f(α(g(x)) と一致し (3)が成立する。 □

5. 一般化された中山・東屋の補題の証明

この章ではWNAS加群は零加群であることを証明する。これにより、第３章の結果か
ら一般化された中山・東屋の補題が成立することがわかる。

5.1. 加群Nの生成元と写像 fαg. まず、f ′(N) ∼= N の F での生成元を調べる。

補題４ 集合 {g(aij)− (01, · · · , 0i−1, aij, 0, · · · ) | i ∈ N, 1 ≤ j ≤ ti}は加群 f ′(N)の生成
元をなす。

証明 ほぼ一般論であるが証明を与えておく。
N = ker f = g′(F )より、f ′(N) = f ′g′(F )である。任意の元 x = (x1, · · · , xn, 0, · · · ) ∈ F
に対し、x = f ′g′(x) + gf(x) = f ′g′(x) +

∑n
i=1 g(xi)となるので、

f ′g′(x) =
∑n

i=1((01, · · · , 0i−1, xi, 0, · · · )− g(xi))
である。xiは ai1, · · · , aitiで生成されるので、目的の集合が f ′(N)の生成元になる。 □

補題５ 次のことが成立する。
(1) fαf ′ = 0.
(2) hf = fα.
(3) Im(h) = Im(f)である。したがって、h : M → Im(f)は全射準同形である。
証明 (1) f ′(N)は {g(aij)− (01, · · · , 0i−1, aij, 0, · · · )} で生成されているので、

fα(g(aij)− (01, · · · , 0i−1, aij, 0, · · · )) = 0を示せばよい。
補題 3(1)より fα(g(aij)) =

∑i
k=1 z

(ij)
k k+1 である。



一方、fα((01, · · · , 0i−1, aij, 0, · · · )) = f iαi(aij) = y
(ij)
i+1であり、

g(y
(ij)
i+1) = (z

(ij)
i+1 1, · · · , z

(ij)
i+1 i+2, 0, · · · ) から y

(ij)
i+1 = fg(y

(ij)
i+1) =

∑i+1
s=1 z

(ij)
i+1 s =

∑i
s=1 z

(ij)
i+1 s と

なり、(1)が成立する。
(2) (1)より hf = fαgf = fαgf + (fαf ′)g′ = fα(gf + f ′g′) = fα1F = fα となり (2)

が成立する。
(3) F = f ′(N) ⊕ g(M)が直和であることと、(1)より fα(f ′(N)) = 0であることから

fα(F ) = fα(g(M))である。fα : F → F/F [1]→ Im(f) が全射準同形より h = fαgも全
射準同形となる。 □

5.2. WNAS加群は零加群. 最終目的である次の定理を示す。
定理６ 非零なWNAS加群は存在しない。特に、非零なNAS加群は存在しない。
証明 非零なWNAS加群M が存在するとする。自然な単射準同形を β1 : F [1]→ F

および β2 : kerh→M とすると、補題５より短完全列よりなる次の可換な図式をうる。

0 −−−→ F [1]
β1−−−→ F

α−−−→ F/F [1] −−−→ 0

f

y f

y
0 −−−→ kerh

β2−−−→ M
h−−−→ Im(f) −−−→ 0.

したがって、β2(f |F [1]) = fβ1である。一方、f |F [1](F [1]) = M より kerh = M、すなわ
ち Im(f) = 0となるので、各自然数 iについて、f(aij) = y

(ij)
i+1 = 0である。これにより各

x ∈Miで g(x) ∈M1 ⊕ · · · ⊕Mi となる。g(aij) = g(y
(ij)
1 ) + · · ·+ g(y

(ij)
i−1) + g(y

(ij)
i ) および

g(y
(ij)
1 ) + · · ·+ g(y

(ij)
i−1) ∈M1 ⊕ · · · ⊕Mi−1から

y
(ij)
i = pi(g(a(ij))) = pi(g(y

(ij)
i )) = z

(ij)
ii (B)

をうる。よって、αi(aij − y
(ij)
i ) = 0で、全ての自然数 iでMi/Mi−1 = αi(y

(i1)
i )R + · · · +

αi(y
(iti)
i )R となる。これから、補題１よりMi は {y(i1)i , · · · , y(iti)i } によって生成されるこ

とがわかる。そこで、改めて生成元 {aij}として {y(ij)i }を取ることにする。このとき、上
記の関係式 (B)より pi(g(aij)) = aijが成立する。
いま、ai−1 1をMiの生成元で表した式ai−1 1 = ai1r1+· · ·+aitirti (r1, · · · , rti ∈ R)に準同

形 pigを施すと、pig(ai−1 1) = pi(g(ai1))r1+ · · ·+pi(g(aiti))rti = ai1r1+ · · ·+aitirti = ai−1 1

となる。一方、ai−1 1 ∈ Mi−1であることから pi(g(ai−1 1)) = 0より、ai−1 1 = 0となり矛
盾が生じる。 □

最後に主結果とその直接の帰結を述べておく。

定理７（一般化された中山・東屋の補題） M を有限生成加群の直和の直和因子とす
る。このとき、M がMJ(R) = M を満たせばM = 0が成立する。

系８ 非零加群M の部分加群Mi(i ∈ N)が各 iでMi ⊂ Mi+1J(R)を満たし、かつ、
M =

∪
i∈N Mi とする。このとき、(xi) ∈

⊕
i∈NMiに対し、f((xi)) =

∑
i∈N xiで与えられ

る自然な準同形 f :
⊕

i∈N Mi →M は分離しない。

6. 極大部分加群の存在に関する応用

ここでは一般化された中山・東屋の補題から得られる極大部分加群の存在に関する結果
を挙げておく。証明は [7]を参照されたい。



定理９ 加群 F を有限生成加群 {Mδ}δ∈∆の直和 とし、M を F の自明でない部分加群
でM ̸⊂ rad F とする。このとき、 M は極大部分加群を含む。

系１０ 自由加群 F の自明でない部分加群をM とする。M ̸⊂ FJ(R)ならM は極大部
分加群を含む。特に零でない射影加群は極大部分加群を含む。

上記で条件M ̸⊂ FJ(R)は必須である。詳細は [7] Example 2.1を参照願いたい。

定理１１ M を有限生成加群の直和の零でない直和因子でMJ(R) = rad M とすると、
M は極大部分加群を含む。特に、MδJ(R) = rad Mδ を満たす有限生成加群Mδ の直和
F = ⊕δ∈∆Mδ の任意の直和因子は極大部分加群を含む。

7. 一般化された中山・東屋の補題の証明の短縮化

一般化された中山・東屋の補題の主張は明確で分かりやすい。しかし、それに比して、
ここで与えた証明は長く複雑である。そこで、短く明快な証明が見出されることを期待し
たい。
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