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環論シンポジューム 2022(佐藤)

Wareの問題の最終報告

本題の前にWareの問題の最終報告

唯一の極大部分加群を持つ射影加群について
第 51回環論及び表現論シンポジューム

2018年 9月 岡山理科大学

Wareの問題の肯定的解決の報告を行った。
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環論シンポジューム 2022(佐藤)

Wareの問題

Wareの問題
環 R 上の右射影 R加群 P が唯一つの極大部分加群 Lを持てば、
Lは Pの最大の極大部分加群であるか？

R.Ware Endomorphism rings of projective modules, Trans. Amer.
Math. Soc. 155 (1971), 233-256.

下記に否定的解決の論文があると指摘を受ける

A. Facchini, D. Herbera, I. Sakhajev, Finitely Generated Flat Modules
and a Characterization of Semiperfect Rings, Comm. in Algebra,
Vol.31 No.9(2003), 4195–214.
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環論シンポジューム 2022(佐藤)

A. Facchini, D. Herbera, I. Sakhajev の論証の概要
直接的に反例を示した訳ではなかった。手順は
1. ある同値条件から生成系の性質を調べる
2. 同値条件を満たす例は他の論文から引用

実質的解決はこの論文の寄与と記載されている。

一方、自身の論文に間違いが見つからない
例を記した論文が手に入らない

＝＝＞自身で同値条件を満たす例を構成
構成した例では生成系の性質が成り立っていない。

下記の論文で最終的に肯定的に解決
Projective Modules with Unique Maximal submodules are cyclic,
Proc. of Amer. Math. Soc, 148(9), pp.3673-3684, 2020.
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中山・東屋の補題の一般化を目指して

Wareの問題の証明との関係

Wareの問題の証明で、
中山・東屋の補題が射影加群で成立することを使用

中山・東屋の補題 Mを有限生成加群あるいは射影加群とする。
このとき、MがMJ(R) = Mを満たせばM = 0である。

目的:中山・東屋の補題を次のように一般化

Mを有限生成加群の直和の直和因子とする。
このとき、MがMJ(R) = Mを満たせばM = 0が成立する
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一般化への道のり

Wareの問題の証明との関係

ポイント：射影加群 P = PJ(R) の場合
F = ⊕i∈∆Rを自由加群、f : F → P を分離全射準同形
∆1 ⊂ ∆2を∆の任意の有限部分集合
Ft = ⊕i∈∆−∆tR , (t = 1, 2)
γ21 : F2 → F1 を自然な入射とする。

次の分離完全列を持つ可換図式がある

α2 : 0 ←−−− Cokerg2 ←−−− F2
g2←−−− P ←−−− 0

β21

y yγ21|Cokerg2

yγ21

∥∥∥
α1 : 0 ←−−− Cokerg1 ←−−− F1

g1←−−− P ←−−− 0
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一般化への道のり

類似の議論 (設定)

P = PJをM = MJ(R)を満たす加群M、
F を有限生成加群Mi の直和に置き換え

I. Kaplansky, Projective modules, Ann. of Math. 68, 372–377
(1958).

Mは可算生成加群の直和＝＝＞Mは可算生成と仮定してよい
＝＝＞Mは F の可算個の有限生成加群Mi の直和の直和因子
＝＝＞ F = ⊕i∈NMi としてよい
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一般化への道のり

類似の議論

f : F → Mを分離全射準同形
Nt = N− {1, · · · , t}に対し、Ft = ⊕i∈NtMi , ft = f |Ft とする。
このとき、Imft = M である。

理由
M/Imft はM1 ⊕ · · · ⊕Mt の準同形像より有限生成
M/Imft · J(R) = (MJ(R) + Imft)/Imft = M/Imft より
中山・東屋の補題からM = Imft
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一般化への道のり

類似の議論とならない箇所

そこで射影加群の場合と同様に、
自然な入射と射影を γt : Ft+1 → Ft , γ

′
t : Ft → Ft+1として

以下の可換図式が得られる

αt+1 : 0 −−−→ ker ft+1 −−−→ Ft+1
ft+1−−−→ M −−−→ 0

βt

y yγt | ker ft

yγt

∥∥∥
αt : 0 −−−→ ker ft −−−→ Ft

ft−−−→ M −−−→ 0

gt : M → Ft で ftgt = 1M とする。
gt+1 : M → Ft+1を γ′

tgt としても、
ft+1gt+1 ̸= 1M で、gt+1は分離を与える写像でない
射影加群の場合のように、
ft+1gt+1 = 1M となる写像 gt+1が存在すれば、同様の証明が可能
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一般化への道のり

方針転換

ft+1gt+1 = 1M となる写像 gt+1が存在する筈として構成を試行錯誤
＝＝＝＞ 難しい！！　未完に終わる

方針転換: 2段階で証明を行った。
1. On Generalized Nakayama-Azumaya Lemma and NAS-Modules,
Ring theory 2019( Proc. of the 8th China-Japan-Korea International
Conference), pp.188–202, World Scientific Publishing (2021).
(講演はWare問題、論文は中山・東屋の補題の一般化と異なるも
のになっている)
一般化された中山・東屋の補題が成立する必要十分条件を
NAS加群と呼ばれるある種の自明でない加群の存在で与えた。

2. On Generalized Nakayama-Azumaya’s Lemma, Comm. in Algebra,
Vol.50 No.5(2022), 2037–2044.
自明でないNAS加群が存在しないことを証明
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第一段階

NAS加群

一般化された中山・東屋の補題が成立しないとすると、
次の性質を持つ自明でない加群Mが存在する。
この加群 M を中山-東屋特異加群 (NAS-加群) と呼ぶ。

(1) Mの有限生成部分加群の列 M1 ⊂ M2 ⊂ · · · で、
M =

∪
i∈NMi かつ各自然数 i についてMi ⊂ Mi+1J(R)となる。

（結果的にM = MJ(R)である。）

(2) 各 (xi) ∈
∑

i∈N⊕Mi に対し f ((xi)) =
∑

i∈N xi と準同形
f :

∑
i∈N⊕Mi → M を定義する。このとき、ある準同形

g : M →
∑

i∈N⊕Mi で fg = 1M を満たすものがある。

(3) 各自然数 i についてMi ∩ g(M) = Mi ∩ ker f = 0 となる。

当初の目的 存在或いは矛盾を示す為上記の性質を引き出した。
しかし、(1),(2)の性質を持つ自明でない加群（WNAS加群と呼ぶ）
があれば、NAS加群を構成できることが後に示された。
佐藤眞久 (Aichi & Yamanashi) 中山・東屋の補題の一般化 11 / 27



第一段階

部分加群の構成（Rearrangement Process）

有限生成加群 Fi の直和を F = ⊕i∈NFi

f : F → Mおよび g : M → F を各々分離全射および単射準同形で
gf = 1M とする。

Fi を次のように置き換える。

1 gf (F1) ∼= f (F1)有限生成加群
2 M = MJ(R)より、f (F1) ⊂ M ′

2J(R)となるMの有限生成部分
加群M ′

2がある。
3 g(M ′

2) ⊂ ⊕1≤i≤t2Fi となる t2 > 1がある。
4 ⊕2≤i≤t2Fi を F2と置き換え。
5 gf (F2) ∼= f (F2)は有限生成加群
6 同様の操作を繰り返し、Fi を置き換える。
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第一段階

部分加群の構成（Non-redundant Process）

F = M ⊕ Nとして、次の置き換えを行う。

M＝＝＞M/⊕i∈N (M ∩ Fi)
N＝＝＞N/⊕i∈N (N ∩ Fi)
Fi ==＞ Fi/⊕i∈N ((M ∩ Fi)⊕ (N ∩ Fi)), i ∈ N
F ＝＝＞⊕i∈N(Fi/⊕i∈N ((M ∩ Fi)⊕ (N ∩ Fi)))

補題
この置き換えで F = ⊕i∈NFi = M ⊕ Nの条件は保たれる。
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第一段階

部分加群の構成（Correspondence Process）

補題
F = M ⊕Nとして、⊕t∈TFt = M ⊕N ′ となる最小部分集合T ⊂ N
が存在する。

そこで、 F を⊕t∈TFt で置き替える。
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第一段階

NAS加群の構成

補題
F = ⊕i∈NFi = M ⊕ Nを３つの置き換えをおこなった直和とする。
このとき、任意の (x , y) ∈ Fi , (x ∈ M , y ∈ N)に対し、
(x , y ′) ∈ Fi+1となる y ′ ∈ Nがただ一つ存在する。
また f (Fi) = Mi とすると、Fi

∼= Mi となる。

上の同型を通して、F = ⊕i∈NMi とすれば
NAS加群を与えるMの部分加群の列M1 ⊂ M2 ⊂ · · ·
および
写像 f : F → M ; (f ((xi)) =

∑
xi)

ができる。
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第 2 段階

WNAS加群

中山-東屋特異加群の (3)の条件を外した加群を
中山-東屋弱特異加群 (WNAS-加群)と呼ぶ。

(1) Mの有限生成部分加群の列 M1 ⊂ M2 ⊂ · · · で、
M =

∪
i∈NMi かつ各自然数 i についてMi ⊂ Mi+1J(R)となる。

（結果的にM = MJ(R)である。）

(2) 各 (xi) ∈
∑

i∈N⊕Mi に対し f ((xi)) =
∑

i∈N xi と準同形
f :

∑
i∈N⊕Mi → M を定義する。このとき、ある準同形

g : M →
∑

i∈N⊕Mi で fg = 1M を満たすものがある。

目的：自明でないWNAS加群は存在しないことを示す。
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第 2 段階

設定１

F =
∑

i∈N⊕Mi = M ⊕ N とおく。
ここで、各Mi は有限生成でM = MJ(R)を満たす

f : F → Mと g : M → F は
f ((xi)) =

∑
i∈N xi , fg = 1M を満たす準同形

さらに、第 1段階から各 i について、次のように仮定してよい。
gf (Mi) ⊂ M1 ⊕ · · ·Mi ⊕Mi+1, M ∩Mi = N ∩Mi = 0

直和から、ある準同形 g ′ : F → N および f ′ : N → F があり、
1F = gf + f ′g ′, g ′f ′ = 1N , f f

′ = 0, g ′g = 0を満たす。

0 −−−→ N
f ′−−−→ F

f−−−→ M −−−→ 0

0 ←−−− N
g ′
←−−− F

g←−−− M ←−−− 0
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第 2 段階

設定２

次の設定をする。

M0 = 0, F [1] = M0 ⊕ F
αi : Mi → Mi/Mi−1, (i ∈ N) ：自然な全射準同形
α = (αi) : F → F/F [1] = M1 ⊕M2/M1 ⊕ · · ·
pi : F → Mi , (i ∈ N) ：第 i 成分への射影

pi+1g |Mi : Mi → F → Mi+1 ⊂ M を考える
g(Mi−1) ⊂ M1 ⊕ · · · ⊕Mi ＝＝＞ pi+1g(Mi−1) = 0である
pi+1g |Mi は f i : Mi/Mi−1 → M を導く。
＝＝＞ pi+1g |Mi = f iαi となる。

そこで、f : F/F [1]→ Mを f (α(x)) =
∑

i∈N f i(αipi(x)),

hを h = f αg : M → F → F/F [1]→ Im(f ) と決める。
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第 2 段階

生成元の挙動

次のように生成元を設定する。
Mi = ai1R + · · ·+ aitiR , (i ∈ N)
ただし、aij ̸∈ Mi−1, 従って αi(aij) ̸= αi(0)

次に
g(aij) = (y

(ij)
1 , · · · , y (ij)

i , y
(ij)
i+1, 0, · · · ) ∈ F = ⊕i∈NMi

とおく。また、y
(ij)
s ∈ Ms に注意して

g(y
(ij)
s ) = (z

(ij)
s1 , · · · , z (ij)s s+1, 0, · · · ) ∈ F

とおくと次の式が成り立つ。
1 h(aij) = (f (α(g(aij))) =

∑i
k=1 z

(ij)
k,k+1

2 任意の元 0 ̸= x ∈ Mに対し、iを x ∈ Mi となる最小の自然数、
g(x) = (y

(x)
1 , · · · , y (x)

i , y
(x)
i+1, 0, · · · ) ∈ F = ⊕i∈NMi とすると

h(x) = f (α(g(x))) =
∑i

k=1 pk+1g(y
(x)
k )

すなわち g(y
(x)
k ), (1 ≤ k ≤ i) の k + 1-成分の総和である。
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第 2 段階

証明の準備

記号の再掲 1F = gf + f ′g ′, g ′f ′ = 1N , f f
′ = 0, g ′g = 0

0 −−−→ N
f ′−−−→ F

f−−−→ M −−−→ 0

0 ←−−− N
g ′
←−−− F

g←−−− M ←−−− 0

f (α(x)) =
∑

i∈N f i(αipi(x)), αi : Mi → Mi/Mi−1, f i : Mi/Mi−1 → M

h = f αg : M → F → F/F [1]→ Im(f ), α = (αi)i∈N : F → F/F [1]

証明の準備の為の補題

1 次の集合は加群 f ′(N)の生成元である。
{g(aij)− (01, · · · , 0i−1, aij , 0, · · · ) | i ∈ N, 1 ≤ j ≤ ti}

2 次の関係式が成り立つ。
f αf ′ = 0, hf = f α, Im(h) = Im(f )
特に hは全射である。
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第 2 段階

一般化された中山・東屋の補題の証明の概要

補題は次の短完全列の可換図式を意味する。
0 −−−→ F [1]

β1−−−→ F
α−−−→ F/F [1] −−−→ 0

f

y f

y
0 −−−→ ker h

β2−−−→ M
h−−−→ Im(f ) −−−→ 0.

ただし、β1, β2は自然な単射準同形。
β2(f |F [1]) = f β1と f |F [1](F [1]) = Mから ker h = M
よって、Im(f ) = 0である。
これより f (aij) = y

(ij)
i+1 = 0となり g(x) ∈ M1 ⊕ · · · ⊕Mi が従う。

よって、g(aij) = g(y
(ij)
1 ) + · · ·+ g(y

(ij)
i−1) + g(y

(ij)
i ) と

g(y
(ij)
1 ) + · · ·+ g(y

(ij)
i−1) ∈ M1 ⊕ · · · ⊕Mi−1から

(*) y
(ij)
i = pi(g(a(ij))) = pi(g(y

(ij)
i )) = z

(ij)
ii .

となる。
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第 2 段階

関係式 (*)の意味

関係式 (*)は次の 2つのことを示している。
1 αi(aij − y

(ij)
i ) = 0、すなわち、

Mi/Mi−1 = αi(y
(i1)
i )R + · · ·+ αi(y

(iti )
i )R for all i ∈ Nで

{αi(y
(i1)
i ), · · · , αi(y

(iti )
i )}はMi/Mi−1の生成元

2 y
(ij)
i = pi(g(y

(ij)
i ))

最初の内容と先の補題から
{y (i1)

i , · · · , y (iti )
i }はMi の生成元である。

そこで、生成元 {aij}を {y (ij)
i }と置き換える。

2番目のの内容から、pi(g(aij)) = aij と仮定してよい。
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第 2 段階

置き換えた生成元

ai−1,1 ∈ Mi−1 ⊂ Mi より、
ai−1,1はMi の生成元を用いて表されるので、

ai−1,1 = ai1r1 + · · ·+ aiti rti (r1, · · · , rti ∈ R)
とおく。

ai−1,1 ∈ Mi−1より、g(ai−1,1) ∈ M1 ⊕ · · · ⊕Mi−1であったので、
pi(g(ai−1,1)) = 0

一方、
pi(g(ai−1,1)) = pi(g(ai1))r1 + · · ·+ pi(g(aiti ))rti

= ai1r1 + · · ·+ aiti rti = ai−1,1

従って、ai−1,1 = 0となり矛盾する。
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第 2 段階

直接的な結果

直接的な系

1 自明でない加群Mの有限生成部分加群Mi(i ∈ N) が
各 i についてMi ⊂ Mi+1J(R)を満たしM = ∪i∈NMi とする。
このとき、(f ((xi)) =

∑
i∈N xi , ((xi) ∈ ⊕i∈NMi) で定義される

自然な全射準同形 f : ⊕i∈NMi → M は分離写像でない。
2 射影加群 Pが PJ(R) = Pなら P = 0である。

(I. Kaplansky(1958), F.W. Anderson, K.R. Fuller(1992))
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第 2 段階

極大部分加群の存在に関する応用

極大加群の存在に関して次のことがわかる。
定理

1 F を有限生成加群 {Mδ}δ∈∆の直和とし、
Mを F の自明でない部分加群でM ̸⊂ rad F とする。
このとき、 Mは極大部分加群を含む。

2 自由加群 F の自明でない部分加群をMとする。
M ̸⊂ FJ(R)ならMは極大部分加群を含む。
特に 零でない射影加群は極大部分加群を含む。

3 Mを有限生成加群の直和の零でない直和因子で
MJ(R) = rad Mとすると、Mは極大部分加群を含む。

特に、MδJ(R) = rad Mδ を満たす有限生成加群Mδ の直和
F = ⊕δ∈∆Mδ の任意の直和因子は極大部分加群を含む。
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課題

簡潔な別証明

一般化された中山・東屋の補題の証明は、
内容の簡潔さに比して長すぎる
＝＝＞短い別証明を見つけて欲しい
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ご静聴有り難うございます。
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