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Abstract. This survey article aims at non-experts. We introduce cyclotomic quiver
Hecke algebras with focus on finite and affine Lie types. We begin with explaining how
they naturally generalize the group algebra of the symmetric group and the finite Hecke
algebra, by mentioning Brundan and Kleshchev’s theorem. After giving the definition
of the cyclotomic quiver Hecke algebra, we state the fundamental theorem by Kang and
Kashiwara on the categorification of integrable highest weight modules, we consider finite
Lie types and explain construction of irreducible modules by Benkart-Kang-Oh-Park,
and standard and costandard modules by Syu Kato and Brundan-Kleshchev-McNamara.
Finally, I briefly explain various Fock spaces, which appear in my series of papers with
Euiyong Park.

1. Introduction

昔，Lascoux，LeclercとThibonの提案した対称群に付随するヘッケ代数の分解係数に
関する予想というものがあり，予想を解決するにあたりヘッケ代数のブロック代数がA

(1)
ℓ

型リー代数の基本加群V (Λ0)の重み空間の圏化を与えるというアイデアを用いた．その際
併せて円分商という概念を導入し，G(m, 1, n)型ヘッケ代数と呼ぶアフィンヘッケ代数の
円分商を用いることで基本重みΛ0以外の支配的重みΛに対する最高重み可積分加群V (Λ)
も圏化した．G(m, 1, n)型ヘッケ代数は同時期にリー型有限群の非等標数モジュラー表現
の研究のためBrouéやMalleが複素鏡映群の群代数の変形として導入した円分ヘッケ代数
の例になっており，以後G(m, 1, n)型の円分ヘッケ代数の表現論の研究も欧米の一部研究
者の興味を引くことになった．その研究者の中には，KhovanovやRouquierといった強力
な数学者も含まれていて，その後しばらくたって，任意の対称化可能カルタン行列Aに
付随するリー代数 g(A)の可積分加群 V (Λ)をより精密にした量子普遍包絡代数 Uq(g(A))
の可積分加群 Vq(Λ)の圏化のためにKhovanovとLaudaにより円分箙ヘッケ代数が導入さ
れた．Rouquierも独立にアフィン箙ヘッケ代数を導入したのでアフィン箙ヘッケ代数は
KLR代数，円分箙ヘッケ代数は円分 KLR代数とも呼ばれる．以上の経緯でわかるよう
に，円分箙ヘッケ代数は対称群の群代数やヘッケ代数の広範な一般化である．
この概説論文では，最初に従来対称群特有のヤング図形の言葉で記述されてきた対称群

のモジュラー表現論がより一般的な設定でどう記述されるかを説明する．その後，Kang
とKashiwaraによる基本的な結果を述べる．後半では，有限型カルタン行列に付随する
アフィン箙ヘッケ代数の既約表現の構成に関する結果や，Syu Katoの研究を嚆矢とし，
Brundan，KleshchevとMcNamaraにより導入された標準加群・余標準加群を紹介する．
上で述べたG(m, 1, n)型ヘッケ代数の研究では，可積分加群 V (Λ)のフォック空間への

埋め込みの圏化理論としての解釈が重要な役割を果たし，フォック空間自体ヘッケ代数の
遺伝被覆である量子シューア代数を用いて圏化される．著者とEuiyong Parkの研究では
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アフィン型量子普遍包絡代数の基本加群 Vq(Λ0) から得られる円分箙ヘッケ代数を扱って
おり，従来ヘッケ代数の研究で使われてこなかった別種のフォック空間が現れる．最終節
ではこのフォック空間を紹介する．

2. Lie theory for the symmetric group

まずリー理論における標準的な用語を復習しておく．

Definition 1. 整数成分行列A = (aij)i,j∈I が対称化可能一般カルタン行列とは，
(i) aii = 2.
(ii) i ̸= jならば aij ≤ 0.
(iii) aij = 0は aji = 0と同値．
(iv) 自然数成分対角行列Dが存在してDAは対称行列．

をみたすときをいう．

対称化可能一般カルタン行列Aが与えられると，C上のKac-Moodyリー代数 g(A)が
定義される．g(A)にはカルタン部分代数と呼ばれる可換リー部分代数 h(A)が存在する．
h(A)∗を h(A)の双対空間とする．

Π = {αi|i ∈ I}と Π∨ = {α∨
i |i ∈ I}を g(A)のルートの集合と余ルートの集合とする．

重み格子 P ⊆ h(A)∗とその双対格子 P∨ ⊆ h(A)が存在し，Πは P，Π∨は P∨の一次独立
な元の集合である．rankP = dim h = 2|I| − rank(A)かつDAはP 上の二次形式 ( | )を
定める．
ルートデータ (A,Π,Π∨, P, P∨)に対し量子普遍包絡代数Uq(g(A))が定義される．Uq(g(A))

の生成元はChevalley生成元 ei, fi (i ∈ I)と qh (h ∈ P∨)である．

Definition 2. Uq(g(A))-加群 V が可積分加群であるとは，
(i) V は重み分解をもつ．すなわち，

V = ⊕
µ∈P

Vµ, Vµ = {v ∈ V | qhv = q⟨h,µ⟩v (∀h ∈ P∨)}.

(ii) ei, fi (i ∈ I)の作用は局所ベキ零，すなわち V の任意の元に対し作用はベキ零．
をみたすときをいう．P+ = {Λ ∈ P | ⟨α∨

i ,Λ⟩ ∈ Z≥0 (∀i ∈ I)}とおくと最高重み加群
Vq(Λ)はΛ ∈ P+のとき（またそのときに限り）可積分加群である．

可積分最高重み加群 Vq(Λ)は対応する柏原結晶B(Λ)から復元でき，テンソル積加群の
分解則や制限則などを準正規柏原結晶の言葉で記述できることが知られている．

Definition 3. Aを対称化可能一般カルタン行列とし，g(A), h(A),Π,Π∨, P, P∨, Uq(g(A))

を定める．このとき，集合Bと関数wt : B → P，ẽi, f̃i : B ⊔ {0} → B ⊔ {0} (i ∈ I)の組
(B,wt, {ẽi, f̃i}i∈I)が準正規柏原結晶とは，

ϵi(b) = max{k ∈ Z≥0 | ẽki b ∈ B}, φi(b) = max{k ∈ Z≥0 | f̃k
i b ∈ B}

と定めたとき，次の条件が成り立つときをいう．
(0) ẽi0 = 0, f̃i0 = 0.
(1) b ∈ B, i ∈ Iに対し，ϵi(b) <∞かつ φi(b) <∞．
(2) b ∈ B, i ∈ Iに対し，φi(b) = ϵi(b) + ⟨α∨

i ,wt(b)⟩．
(3) b ∈ Bかつ ẽib ∈ Bならば，wt(ẽib) = wt(b) + αi．
(4) b, b′ ∈ Bに対し b′ = f̃ibは b = ẽib

′と同値．
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詳細は省くが，柏原結晶B(Λ)は可積分加群 Vq(Λ)の結晶基底から構成され，いろいろ
な組合せ論的な実現をもつ．準正規でない柏原結晶もありB(∞)が代表的である．

Example 4. e ≥ 2とし，カルタン行列A
(1)
e−1を考える．このとき，

P∨ = Zα∨
0 ⊕ · · · ⊕ Zα∨

e−1 ⊕ Zd

と書けて，基本重みΛ0 ∈ P+が ⟨α∨
i ,Λ0⟩ = δi0, ⟨d,Λ0⟩ = 0で定まる．このとき，B(Λ0)は

次の e-制限的ヤング図形の集合上に実現される．

{λ = (λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ) | 0 ≤ λi − λi+1 ≤ e− 1}
これをMisra-Miwa modelという．
他方，Littelmann path modelという実現もあり，e-core，つまりこれ以上長さ eのhook

を抜けないヤング図形，κ(i)の列と，0から始まり 1で終わる単調増加有理数列 aiの組で
あって，ある条件をみたすものの集合

{(κ(1), . . . , κ(s) : a0, . . . , as)}
の上に実現できる．

Misra-Miwa modelは対称群や対称群に付随するヘッケ代数のモジュラー表現論を研究
する際に標準的に使われてきた．しかし，この分野の研究者は柏原結晶という概念を知ら
なかったので，他の実現を用いて定理を記述するということを思いもしなかった．以下で
はMullineaux写像を取り上げ，古典的なMisra-Miwa modelでの記述と Littelmann path
modelでの記述を比較しよう．
対称群の群代数や対称群に付随するヘッケ代数は cellular代数であり，JamesやMurphy

の結果により既約加群は e-制限的ヤング図形でラベルされる．ただし，ヘッケ代数は構造
定数に非零定数 q（対称群のときは q = 1）を含んでおり，eは量子標数である．すなわち，

e = min{k ∈ Z≥2 | 1 + q + · · ·+ qk−1 = 0}.
そこで既約加群の同型類の集合を{Dλ | λ : e-制限的}で表わす．対称群はCoxeter関係式を
みたす生成元を持つが同様に対称群に付随するヘッケ代数も2次の関係式 (Ti−q)(Ti+1) = 0
と braid関係式をみたす生成元 Tiを持ち，さらに θ : Ti 7→ −qT−1

i が自己同型を定める．

Definition 5. e-制限的ヤング図形 λに対し，Dλ を自己同型 θ でひねった表現加群を
Dλ ⊗ sgnと書くことにすると，e-制限的ヤング図形m(λ)が存在してDλ ⊗ sgn ≃ Dm(λ)

となる．このとき，写像 λ 7→ m(λ)をMullineaux写像と呼ぶ．

Mullineaux写像を具体的に記述する規則はMullineaux自身により予想され，最終的に
Kleshchevと Fordが証明したのはよく知られているが，規則の記述は複雑である．他方，
Littelmann path modelで記述すると記述は劇的に簡略化される．すなわち，

(κ(1), . . . , κ(s) : a0, . . . , as)

において，各 κ(i)を転置すればよい．qが 1のベキ根でなければヘッケ代数は半単純代数
になり，Mullineaux写像は単に λを転置する写像になるから，Littelmann path modelに
おける規則は半単純代数の場合の自然な拡張になっている．
他にもモジュラー分岐則等，対称群や対称群に付随するヘッケ代数のモジュラー表現論

における重要な定理が，柏原結晶や g(A
(1)
e−1)上の可積分加群とそのフォック空間への埋め

込みを用いた記述をもち，円分箙ヘッケ代数の場合に一般化される．
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3. 円分箙ヘッケ代数

K を次数付可換環とするとき，円分箙ヘッケ代数 RΛ(n)が次数付K-代数として定義
されるが，現在表現論を展開できているのはK が体の場合であるので，以下ではK が
体の場合に定義を述べる．まず，Qij(u, v) = Qji(v, u)をみたす次の形の多項式Qij(u, v)
(i, j ∈ I)を用意しておく．

Qij(u, v) =

{ ∑
p(αi|αi)+q(αj |αj)+2(αi|αj)=0 ti,j;p,qu

pvq if i ̸= j,

0 if i = j.

ただし，係数 ti,j;p,q ∈ Kは ti,j;−aij ,0 ̸= 0と仮定する．

Example 6. たとえば，ti,j;p,q ̸= 0かつ ti,j;p,q = tj,i;q,pとして

Qij(u, v) =


ti,j;0,0 if aij = aji = 0,
ti,j;1,0u+ ti,j;0,1v if aij = aji = −1,
ti,j;2,0u

2 + ti,j;0,1v if aij = −2, aji = −1,
ti,j;1,0u+ ti,j;0,2v

2 if aij = −1, aji = −2,
0 if i = j.

円分箙ヘッケ代数の定義はこの多項式に依存するのであるが，実は代数の構造に大きく
は影響せず，たとえばカルタン行列 Aの定める無向グラフ（ディンキン図形）が閉路を
もたなければ定義から得られる代数の同型類は多項式Qij(u, v)の取り方によらない．
また，ν = (ν1, . . . , νn) ∈ Inに対し対称群の作用を項の並べ替えで定義する．すなわち，

sk(ν1, . . . , , νk, νk+1, . . . , νn) = (ν1, . . . , νk+1, νk, . . . , νn).

Definition 7. Λ ∈ P+に対し，円分箙ヘッケ代数RΛ(n)とは，生成元

{e(ν) | ν = (ν1, . . . , νn) ∈ In}, {xk | 1 ≤ k ≤ n}, {ψk | 1 ≤ k ≤ n− 1}

と次の基本関係で定まるK-代数である．

e(ν)e(ν ′) = δν,ν′e(ν),
∑
ν∈In

e(ν) = 1, xke(ν) = e(ν)xk, xkxl = xlxk,

ψke(ν) = e(sk(ν))ψk, ψkψl = ψlψk if |k − l| > 1,

ψ2
ke(ν) = Qνk νk+1

(xk, xk+1)e(ν),

(ψkxl − xsk(l)ψk)e(ν) =

 −e(ν) if l = k and νk = νk+1,
e(ν) if l = k + 1 and νk = νk+1,
0 otherwise,

(ψk+1ψkψk+1 − ψkψk+1ψk)e(ν)

=


Qνk νk+1

(xk, xk+1)−Qνk νk+1
(xk+2, xk+1)

xk − xk+2

e(ν) if νk = νk+2,

0 otherwise,

x
⟨hν1 ,Λ⟩
1 e(ν) = 0.
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RΛ(n)は次のように次数を定めることで次数付代数になる．

deg(e(ν)) = 0, deg(xke(ν)) = (ανk |ανk), deg(ψke(ν)) = −(ανk |ανk+1
).

Example 8. A = A
(1)
e−1とする．e = 2なら，一般性を失うことなく

Q01(u, v) = Q10(u, v) = u2 + λuv + v2

とできる．ただし，λ ∈ Kである．e ≥ 3なら，一般性を失うことなく λ ̸= 0かつ

Qij(u, v) =


u+ v if j = i+ 1, 0 ≤ i ≤ e− 2,
u+ λv if i = e− 1, j = 0,
1 if j ̸= i± 1 mod e,
0 if i = j.

と仮定してよい．A(1)
e−1以外のアフィン型や有限型のカルタン行列のときは，Qij(u, v)を

媒介変数を含まない特定の形に固定してかまわない．

Definition 9. β ∈ Q+ =
∑

i∈I Z≥0αi ⊆ P に対し

Iβ = {ν = (ν1, . . . , νn) ∈ In | αν1 + · · ·+ ανn = β}

と置くと，e(β) =
∑

ν∈Iβ e(ν)は RΛ(n)の中心元であり，RΛ(β) = RΛ(n)e(β)はK-代数
としてRΛ(n)の直和因子になる．RΛ(β)も円分箙ヘッケ代数と呼ぶ．また，有限次元次
数付RΛ(β)-加群のなす圏をRΛ(β)-modZで表わし，qi : RΛ(β)-modZ → RΛ(β)-modZ を
各加群の次数付けを一斉に i次増やす関手とする．

Definition 10. e(β, i) =
∑

ν∈Iβ e(ν, i)と置き，

Ei = e(β, i)RΛ(β + αi)⊗RΛ(β+αi) − : RΛ(β + αi)-modZ → RΛ(β)-modZ

Fi = RΛ(β + αi)e(β, i)⊗RΛ(β) − : RΛ(β)-modZ → RΛ(β + αi)-modZ

をそれぞれ制限関手，誘導関手と呼ぶ．

Remark 11. Kashiwaraの定理 [8]により制限関手は誘導関手の両側随伴関手である．

次のKangとKashiwaraによる定理 [7]が円分箙ヘッケ代数の表現論における基本定理
である．

Theorem 12. Aを対称化可能一般カルタン行列とし，Aから定まる量子普遍包絡代数や
円分箙ヘッケ代数に関する記号は上記のとおりとする．また，li = ⟨α∨

i ,Λ− β⟩と置く．
(1) Eiと Fiはともに完全関手である．
(2) li ≥ 0ならば，関手の同型 q−2diFiEi ⊕ (⊕li−1

k=0 q
2dik) ≃ EiFiが成立．

(3) li ≤ 0ならば，関手の同型 q−2diFiEi ≃ EiFi ⊕ (⊕−li−1
k=0 q−2di(k+1))が成立．

とくに，RΛ(β)-modZの直和

V(Λ) = ⊕
β∈Q+

RΛ(β)-modZ

と V(Λ)から V(Λ)自身への関手 qdi(1−li)Ei, Fi (i ∈ I)はUq(g(A))-加群 Vq(Λ)を圏化する．
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G(e, 1, n)型ヘッケ代数Hn(q, γ0, . . . , γe−1)を生成元が T0, T1, . . . , Tn−1で，関係式が

(T0 − qγ0) · · · (T0 − qγe−1) = 0, (Ti − q)(Ti + 1) = 0 (1 ≤ i ≤ n− 1)

およびB型 braid関係式で与えられるK-代数とする．次のBrundanとKleshchevの定理
[4]により，対称群の群代数や対称群に付随するヘッケ代数は円分箙ヘッケ代数の特別な
場合であることがわかる．

Theorem 13. A = A
(1)
e−1とし，Qij(u, v) = −(u− v)−aij (i ̸= j)に選ぶ．eがKの標数で

割り切れないとすると，q = e
√
1, ⟨α∨

i ,Λ⟩ = γi (0 ≤ i ≤ e− 1)として，G(e, 1, n)型ヘッケ
代数Hn(q, γ0, . . . , γe−1)は円分箙ヘッケ代数RΛ(n)にK-代数として同型である．

Remark 14. とくに Λ = Λ0の場合を有限箙ヘッケ代数と呼ぼう．この定理により，対称
群の群代数KSnが次数付代数であることがわかり，KSnのA

(1)
e−1型有限箙ヘッケ代数に

よる変形族を考えることができる．

Remark 15. カルタン行列Aの定める無向グラフ（ディンキン図形）がグラフ自己同型 σ
をもち，σ(Λ) = Λならば，Qij(u, v) = Qσ(i)σ(j)(u, v)と定めた円分箙ヘッケ代数RΛ(n)に
対し，σは e(ν) 7→ e(σν), xk 7→ xk, ψk 7→ ψkにより自己同型を誘導する．Mullineaux写像
はその特別な場合であるから，Mullineauxと同じ問題をより一般のカルタン行列と柏原
結晶の実現に対して考えることができる．言い換えれば，Mullineauxの問題は対称群の
モジュラー表現論特有の問題ではないのである．

次の定理は最近Websterのアイデアに基づいて Shan, Varagnolo, Vasserotにより証明
された．

Theorem 16. 円分箙ヘッケ代数RΛ(n)は対称代数である．また，その非退化跡形式は，
• ν ̸= ν ′ならば，e(ν)RΛ(n)e(ν ′) → 0．
• ν = ν ′ならば，余単位自然変換Eν1 · · ·EνnFνn · · ·Fν1 → Idを用いて

e(ν)RΛ(n)e(ν) = Eν1 · · ·EνnFνn · · ·Fν1R
Λ(0) −→ RΛ(0) = K

を各 νごとに適切に定数倍．
として与えられる．

Remark 17. Aを体K上の有限次元代数，e ∈ Aをベキ等元とし，

F = Ae⊗K −, E = eA⊗A −
とすると，F はEの左随伴関手であるが，ここでF がEの右随伴関手でもあるとしよう．
すると，余単位自然変換 ϵ : EF → IdK-modが線型形式 t : eAe → K を定める．そこで，
η : IdA-mod → FEを単位自然変換として，1E = ϵE ◦ EηをE(A) → E(A)に対し考えれ
ば，ui ∈ Ae, vi ∈ eAが存在して，任意の u ∈ eAに対して u =

∑
t(uui)viである．とくに

t(uui) = 0なら u = 0である．A = RΛ(n)ならばTheorem16のように t : A → Kを定義
することで t(ab) = t(ba) (a, b ∈ A)が証明でき，tはRΛ(n)の非退化跡形式になる．

4. 有限型円分箙ヘッケ代数の既約加群の構成

本節ではAを有限型カルタン行列と仮定し，Benkart, Kang, Oh, Parkによる既約RΛ(β)-
加群の完全代表系の構成法 [3]を説明する．この構成法では Aが定める有限ワイル群W
の最長元w0の適切な最短表示をひとつ固定するが，簡単のためA = Am−1，最短表示を

w0 = w(1) · · ·w(m−1) = (sm−1)(sm−2sm−1) · · · (s1 · · · sm−1) = si1 · · · siN

–11–



と限定して説明する．B(Λ)が柏原結晶であったことを思い出そう．

Definition 18. b ∈ B(Λ)に対し，a(b) = (a1, . . . , aN) ∈ ZN
≥0が bの adapted stringとは

a1 = ϵi1(b), a2 = ϵi2(ẽ
a1
i1
b), · · · , aN = ϵiN (ẽ

aN−1

iN−1
· · · ẽa1i1 b)

のときをいう．SΛ = {a(b) | b ∈ B(Λ)}を adapted stringの集合とする．

Remark 19. (a1, . . . , aN) 7→ f̃a1
i1

· · · f̃aN
iN
bΛにより全単射 SΛ ≃ B(Λ)が得られる．また，

f̃a1
i1

= f̃a1
m−1, f̃

a2
i2

= f̃a2
m−2f̃

a3
m−1, f̃

a3
i3

= f̃a4
m−3f̃

a5
m−2f̃

a6
m−1, . . .

とすると，最短表示の取り方 (sm−1)(sm−2sm−1) · · · (s1 · · · sm−1)は

ϵi(ẽ
ak
ik
· · · ẽa1

i1
b) = 0, (m− k ≤ i ≤ m− 1)

を保障する．つまり adapted stringは Levi部分代数の減少列に対する最高重み元の列を
与えている．

Definition 20. 円分箙ヘッケ代数RΛ(n)の定義関係式から x
⟨hν1 ,Λ⟩
1 e(ν) = 0を除いて定義

した代数をR(n)と書きアフィン箙ヘッケ代数と呼ぶ．β ∈ Q+に対し e(β) =
∑

ν∈Iβ e(ν)
とすればR(β) = R(n)e(β)も定義される．

b ∈ B(Λ)に対し adapted stringを a(b) = (a1, . . . , am−1)と書き，

βk = a1+(k−1)k/2αm−k + a2+(k−1)k/2αm−k+1 + · · ·+ ak(k+1)/2αm−1

とする．このとき，R(βk)-加群Nk(b)を

Nk(b) = f̃ak
ik
(R(0))

と定める．ただし，R(β)-加群Mに対し，f̃i(M) = Top(R(β+αi)e(β, i)⊗R(β)M)であり，
R(0) = Kは自明なR(0)-加群である．また，β =

∑m−1
k=1 βkとして，R(β)-加群

Ind(⊠m−1
k=1 Nk(b)) = R(β)⊗R(β1)⊠···⊠R(βm−1) N1(b)⊠ · · ·⊠Nm−1(b)

を定める．Benkart, Kang, Oh, Parkは円分箙ヘッケ代数およびアフィン箙ヘッケ代数に
対し，次のような既約加群の完全代表系を得た．

Theorem 21. 有限型カルタン行列から定まる円分箙ヘッケ代数RΛ(β)に対し，

{Top(Ind(⊠m−1
k=1 Nk(b))) | b ∈ B(Λ), wt(b) = Λ− β}

は既約RΛ(β)-加群の完全代表系である．

Theorem 22. 有限型カルタン行列から定まる箙ヘッケ代数R(β)に対し，

{Top(Ind(⊠m−1
k=1 Nk(b))) | b ∈ B(∞), wt(b) = −β}

は既約R(β)-加群の完全代表系である．

次節では，加藤周のコストカ系の理論 [9]に触発されたMcNamaraによる別の既約加群
の構成法 [10]を紹介する．
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5. 標準加群と余標準加群

本節でもAを有限型カルタン行列と仮定するが，最長元の最短表示 w0 = si1 · · · siN は
任意でよい．まず正ルート系の集合∆+に全順序を以下のように定める．

β1 = αi1 < β2 = si1αi2 < · · · < βN = si1 · · · siN−1
αiN .

この順序は凸順序である．すなわち，β, γ, β + γ ∈ ∆+かつ β < γならば β < β + γ < γ
が成り立つ．

Definition 23. 量子普遍包絡代数 Uq(g(A))の自己同型 Tiが

Ti(fj) =
∑

r+s=−aij

(−1)rqdirf
(r)
i fjf

(s)
i (j ̸= i)

等により定義される．そこで，Eβk
= Ti1 · · ·Tik−1

(fik)と定めると

{E(cN )
βN

· · ·E(c1)
β1

| c1, . . . , cN ∈ Z}
は量子普遍包絡代数の基底になる．この基底を PBW基底と呼ぶ．

R(αi) = F [x1]は唯一の既約加群L(αi)を持つ．また，正ルートβ ∈ ∆+に対し，w ∈ W
と i ∈ I が存在して β = wαiと書けることと ChuangとRouquierによる導来圏同値を使
えば，R(β)も唯一の既約加群L(β)を持つことがわかる．{L(β) | β ∈ ∆+}をカスピダル
加群と呼ぶ．

Definition 24. 次で定義された加群を固有標準加群と呼ぶ．

∆(c1, . . . , cN) = Ind
(
L(βN)

⊠cN ⊠ · · ·⊠ L(β1)
⊠c1

)
また，その双対加群を∇(c1, . . . , cN)で表わし，固有余標準加群と呼ぶ．

Remark 25. 箙ヘッケ代数が量子普遍包絡代数の負ルート部分の圏化をしているという
Khovanovと Laudaの描像では，固有標準加群は PBW基底の双対基底と対応している．

Theorem 26. L(c1, . . . , cN) = Top∆(c1, . . . , cN)と置くと，

{L(c1, . . . , cN) | c1, . . . , cN ∈ Z≥0,
N∑
k=1

ckβk = β}

は既約R(β)-加群の完全代表系であり，次数付加群とみると自己双対的である．

[6]において，Brundan, Kleshchev, McNamaraは次の完全列をみたす次数付直既約R(α)-
加群∆n(α)の存在を示した．

0 → q(n−1)(α|α)L(α) → ∆n(α) → ∆n−1(α) → 0

0 → q(α|α)∆n−1(α) → ∆n(α) → L(α) → 0.

さらに，次が成り立つ．

dimExt1R(α)(∆n(α), L(α)) = 1, dimExtdR(α)(∆n(α), L(α)) = 0 (d ≥ 2).

∆n(α)の射影極限を∆(α)で表わし，ルート加群と呼ぶ．EndR(ckβk)(Ind∆(βk)
⊠ck)を考

えると，階数 ckのベキ零ヘッケ代数に同型になり，その結果 Ind∆(βk)
⊠ck の直和因子と

して直既約加群∆(ckβk)が定義される．∆(c1, . . . , cN) = Ind∆(cNβN)⊠ · · ·⊠∆(c1β1)を
標準加群と呼ぶ．
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Remark 27. (c′1, . . . , c
′
N) < (c1, . . . , cN)を c′N = cN , . . . , c

′
k+1 = ck+1, c

′
k < ckにより定める．

L(c1, . . . , cN)の射影被覆を P (c1, . . . , cN)とすると，P (c1, . . . , cN)の部分加群∑
(c′1,...,c

′
N )̸≤(c1,...,cN )

∑
f∈Hom(P (c′1,...,c

′
N ),P (c1,...,cN ))

Im f

による商加群は∆(c1, . . . , cN)に同型である．

次の定理はBrundan, Kleshchev, McNamaraおよび Syu Katoによる．

Theorem 28.
(1) ExtdR(β)(∆(c1, . . . , cN),∇(c′1, . . . , c

′
N))は，d = 0かつ (c1, . . . , cN) = (c′1, . . . , c

′
N)のとき

のみ 1次元で，それ以外のときは 0である．
(2) 有限生成R(β)-加群M が

∑N
k=1 ckβk = βをみたす任意の (c1, . . . , cN)に対して

Ext1R(β)(M,∇(c1, . . . , cN)) = 0

をみたすならばM は∆-flagをもつ．

6. 有限箙ヘッケ代数（Λ = Λ0の円分箙ヘッケ代数）とフォック空間

A
(1)
ℓ 型の円分箙ヘッケ代数RΛ0(n)が対称群の群代数や対称群に付随するヘッケ代数を

含む場合であって，色付きヤング図形を基底とするフォック空間を用いる議論により，分解
係数の決定，既約加群の柏原結晶による分類，Dipper-James-Murphy予想の証明等，種々
の議論を走らせる場となってきた．たとえば [5]や [11]を参照せよ．Euiyong Parkとの
共同研究では，他のフォック空間を利用することにより，両端に２重線をもつアフィン型
A

(2)
2ℓ , D

(2)
ℓ+1, C

(1)
ℓ に対し円分箙ヘッケ代数RΛ0(β)の次元の明示公式の導出や表現型の決定

などを行った．（手法は同じなので参考文献としては [1]，[2]の２編のみを挙げてある．）

A
(2)
2ℓ : ◦ ⇐ · · · ⇐ ◦ D

(2)
ℓ+1 : ◦ ⇐ · · · ⇒ ◦

C
(1)
ℓ : ◦ ⇒ · · · ⇐ ◦

対称群に付随するヘッケ代数の場合はフォック空間全体が量子シューア代数で圏化される
が，それ以外の場合についてはまだあまり事情がわかっていないので，他のアフィン型で
どういうフォック空間が現れるかだけを紹介しておく．まずA

(1)
ℓ 型の場合を復習すると，

次の residue patternが定める色付きヤング図形が基底となる．見てわかるように対角線
には同じ数が並ぶ．

0 1 2 · · · · · · ℓ 0 1 · · ·
ℓ 0 1 2 · · · · · · ℓ 0 · · ·
...

...
. . . . . . . . .

Example 29. ℓ ≥ 3のとき，1行めの長さが 3で 2行めの長さが 1の色付きヤング図形は

0 1 2
ℓ
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C
(1)
ℓ 型のときは，やはり色付きヤング図形を基底とするフォック空間を考える．ただし，

residue patternが対角線に関して線対称な形に変わる．

0 1 2 · · · · · · ℓ 0 1 · · · · · ·
1 0 1 2 · · · · · · ℓ 0 1 · · ·
2 1

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
...

...

A
(2)
2ℓ 型とD

(2)
ℓ+1型の場合は色付きずらしヤング図形を基底とするフォック空間を考える．

ただし，A(2)
2ℓ 型のときの residue patternは

0 1 · · · ℓ · · · 1 0 0 1 · · · · · ·
0 1 · · · ℓ · · · 1 0 0 1 · · ·

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

であり，D(2)
ℓ+1型のときの residue patternは

0 1 · · · ℓ ℓ · · · 1 0 0 1 · · · · · ·
0 1 · · · ℓ ℓ · · · 1 0 0 1 · · ·

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

である．

Example 30. A
(2)
4 型のとき，たとえば下記は色付きずらしヤング図形である．

0 1 2 1 0 0
0 1

ヘッケ代数のときの理論展開を思い出せば，これらのフォック空間の正しい圏化は何か
や，Specht加群理論の構築などが自然な未解決問題として浮上してくる．また他方で，順
表現型の計算例からは次の予想も自然である．

Conjecture 31. RΛ(β)は直既約代数であり，順標準型ならBrauer graph代数であろう．

Remark 32. 対称群の群代数やヘッケ代数の場合は，Scopes同値により予想が正しいこと
がわかる．
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