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A CHARACTERIZATION OF THE CLASS OF HARADA RINGS

KAZUTOSHI KOIKE (小池寿俊)

Abstract. One-sided Harada rings are certain artinian QF-3 rings, which can be re-
garded as a generalization of QF rings and serial rings (Nakayama rings). It is well-known
that every left Harada ring can be represented by a upper staircase factor ring of a block
extension of a QF ring. In this paper, we shall give a slightly different construction and
characterization of left Harada rings by characterizing the class of left Harada rings.

1. 研究の動機

片側原田環はある種のQF-3両側アルチン環であり，QF環や serial環 (中山環)の一般
化と見なすことができる．原田環の性質や構造は，大城を中心として詳しく調べられてお
り，非常に多くの特徴付けが得られている．ここでは次を定義とする．なお，片側原田環
であるという性質は森田不変であることが知られているので，基本的 (basic)な場合の定
義を与える．

Definition 1. 基本的な両側アルチン環Rが左原田環であるとは，次の条件を満たす直交
原始べき等元の完全集合 {eij | i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n(i)}をもつことをいう．

(1) 任意の i = 1, · · · ,mに対して，ei1Rは入射的右R加群である．
(2) 任意の i = 1, · · · ,m, j = 1, · · · , n(i) − 1に対して，J(eijRR) ∼= ei,j+1RRが成り
立つ．

Remark 2. 上の定義は実際には右余原田環と呼ばれる環のそれである．余原田環は，原
田環と双対的な性質を満たす環であるが，大城によって左原田環と右余原田環の概念は一
致することが示された．そのため，最近では右余原田環の性質に基づいた記述をする場合
でも，左原田環と呼ぶことが多い．本論文でも左原田環と呼ぶが，用いるのはほとんどが
右余原田環の性質である．

左原田環について次の構造定理が知られている．

Theorem 3 (大城 [1, Chapter 4]). すべての基本的左原田環は，あるQF環のブロック拡
大の上階段型剰余環で表される．

ここでブロック拡大について説明しておこう．一般の場合も同様なので簡単な例で述べ
ると，Rが基本的半完全環で，2個から成る直交原始べき等元の完全集合 {e1, e2}をもつ
場合，Rは行列表現 (ピアス分解)

R =

(
A X
Y B

)

The detailed version of this paper will be submitted for publication elsewhere.
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をもつ．ただし，A = e1Re1, B = e2Re2, X = e1Re2, Y = e2Re1である．ブロック拡大と
は，次のようなRと森田同値な環 T の部分環 Sのことである．

S =




A A A X X
J(A) A A X X
J(A) J(A) A X X
Y Y Y B B
Y Y Y J(B) B




⊂




A A A X X
A A A X X
A A A X X
Y Y Y B B
Y Y Y B B




= T.

ただし，J(A), J(B)は radical表す．大城はこのSをRのブロック拡大と呼び，R(3, 2)で
表した．一般のブロック拡大も同様に定義される．なお，ブロック拡大は blow-upとも呼
ばれる ([4, Chapter 6])．
このようにブロック拡大は難しいものではないが，一般に記述が少し大変である．ま

た Theorem 3の上階段型剰余環については，剰余を取るイデアルの記述自体も容易では
なく，左原田環を得るためにどのようなイデアルで割ることが本質的なのかも分かりにく
かった．
本論文の目的は，基本的QF環を含み，1個のべき等元を添加したブロック拡大と，あ

る種の「単純」イデアルによる剰余環 (組成列の長さが 1だけ小さくなる)を取るという
操作が，基本的左原田環全体のクラスを特徴付けることを示し，このような操作を繰り返
すことにより，すべての左原田環が構成されることを述べることである．また，この構成
方法について quiverによる具体例で詳しく説明する．
以下，本論文において，Rは単位元をもつ半完全環とし，右R加群Mに対して，J(M)

と S(M)でそれぞれM の radicalと socleを表す．Si(M) (i = 1, 2, . . . )でM の i-th socle
を表し，T (M)でM の topを表す．すなわち T (M) = M/J(M)とする．Pi(R)で，固定
したRの 1つの直交原始べき等元の完全集合を表す．

2. 主結果と例

まず主結果を述べる．そのためには，原田環の研究において重要な役割を果たす，ある
拡大環 (単位元は共有しない)を定義しておかなければならない．Rを基本的半完全環と
するとき，e ∈ Pi(R)に対して，環Reを次の行列環によって定める．

Re =

(
R Re

J(eR) eRe

)
.

明らかにReも基本的半完全環である．Pi(R) = {e1, . . . , ei, . . . , en}，e = eiのとき，Reは
大城 [1, Chapter 4]の意味のRのブロック拡大R(1, · · · , 2, · · · , 1) に他ならない．Reは次
の 2つの原始べき等元をもつ．

ẽ =

(
e 0
0 0

)
, ê =

(
0 0
0 e

)
.

これらについて，右Re加群として J(ẽRe) ∼= êReが成り立っている．後で述べる quiver
の形からも，ReはRに eのコピー êを添加した拡大環であると見なすことができる．
次が本論文の主結果である．

Theorem 4. 基本的左原田環全体のクラスをHとするとき，Hは次の性質を満たす．
(I) Hはすべての基本的QF環を含んでいる．
(II) R ∈ H, e ∈ Pi(R)ならばRe ∈ Hである．
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(III) R ∈ Hで，e, f ∈ Pi(R)が
(i) eRRは入射的で S(eRR) ∼= T (fRR);
(ii) fRRは入射的でない
を満たすならば，R/S(eRR) ∈ Hである．

(IV) R ∈ Hで，e, g ∈ Pi(R)が
(i) eRRは入射的である;
(ii) eR/S(eRR) ∼= J(gRR)
を満たすならば，R/S(eRR) ∈ Hである．

逆に，Hは性質 (I)–(IV)を満たす最小の環のクラスである．

Remark 5. (1) Hの最小性より，すべての基本的左原田環は
• 基本的QF環を取る
• (II), (III), (IV)の操作を繰り返す

ことによって得られる．性質 (I)–(IV)は左原田環の一種の「公理」と見なすことができる．
(2) 記述を簡単にするため (IV)の表現としたが，Rが斜体の場合に適用すると，Hは

零環を含んでしまう．R ∈ Hに斜体でないという条件をつけておけば，Hは零環を含ま
ない．

Theorem 4の状況を例で説明する前に，Rが体上道多元環の剰余環の場合のReのquiver
の形を述べておく．なお，一般のブロック拡大の quiver表現については山浦 [5]で求めら
れているが，次のようにReの方が当然記述は簡単になる．

Proposition 6. Kを体，Q = (Q0, Q1, s, t)を有限 quiver，Iを道多元環KQの許容イデ
アルとし，R = KQ/I とおく．i ∈ Q0を固定し，対応する Rの原始べき等元を eiとす
る．このとき，R̃ = Rei の quiver Q̃ = (Q̃0, Q̃1) と許容イデアル Ĩは次のようにして与え
られる．
【頂点】Q̃の頂点は，Qの頂点に iのコピー îを付け加えたものである: Q̃0 = Q0 ∪ {̂i}.
【矢】

• targetが iでないようなQの矢はそのまま Q̃の矢とする．
• targetが iであるようなQの矢α : j → iは，targetを îに変えた α̂ : j → îを Q̃の
矢とする．

• Q̃は îから iへの特別な矢 ω : î → iをもつ．(iへの矢，îからの矢はこれのみで
ある．)

Q̃1 = {α | α ∈ Q1, t(α) ̸= i} ∪ {α̂ | α ∈ Q1, t(α) = i} ∪ {ω}.
【関係式 (許容イデアルの生成元)】targetを iとするQの矢 α : j → iに対して，Q̃の

矢 α̂ : j → îと ω : î → iを合成した Q̃の道 ωα̂ : j → iを αと名付ける．Qの関係式 (I
の生成元)はそのまま Q̃の関係式 (Ĩの生成元)であると見なす．ただし，targetが iであ
るようなQの関係式

∑
l αlpl (αl : jl → iはQの矢，pl : k → jlはQの道)については，∑

l α̂lplを Q̃の関係式とする．

それではTheorem 4の状況を詳述しよう．

Example 7. (1) Kを体とし，Aを quiverと関係式

QA : 1
α

��2
γ

��
δ

��3
β

�� , {δα, γβ, αγ − βδ}.
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で定義されるQF多元環とする．定義より (Theorem 4 (I)より)Aは左原田環である．ei
(i = 1, 2, 3)を頂点 iに対応する原始べき等元とする．単純加群T (eiR)を “i”で表せば，直
既約射影的右A加群の Loewy列は次のようになる．

AA = 1
2
1

⊕ 2 ����
1 �� 3��

2

⊕ 3
2
3

.

(2) Aに原始べき等元 e3を添加した環B = Ae3 を考える．Theorem 4 (II)は，Bは左
原田環であることを主張している．Proposition 6よりBの quiverと関係式は次の通りと
なる．

QB : 1
α

��2
γ

��

δ̂ ��

3
β

��

3̂

ω

�� , {δ̂α, γβ, αγ − βδ}.

ただし δは道 δ = ωδ̂である．直既約射影的右B加群を Loewy列で表すと次のようにな
る．( と は後のCやDでイデアルとして割る部分．)

BB = 1
2
1

⊕ 2 ��
��
� 3

1
��
��

3̂
��

2

⊕ 3
3̂
2
3

3̂

⊕ 3̂
2
3

3̂

.

ê3 = e3̂を頂点 3̂に対応する原始べき等元とすると，eiB (i = 1, 2, 3)は入射的，J(e3B) ∼=
e3̂Bで，確かにBは左原田環の定義を満たしている．

(3) 左原田環Bについて，e3Bは入射的，S(e3B) ∼= T (e3̂B)で，Be3̂は入射的ではない
ので，Theorem 4 (III)より，剰余環C = B/S(e3B)は再び左原田環 (実際にはQF)にな
る．Cの quiverはBの quiverと同じであり，関係式は ωδ̂βωを追加したものである．直
既約射影的右C加群は，BBのそれを の部分で割ったものである．

(4) 左原田環Cについて，e3Cは入射的で，e3̂C/S(e3̂C) ∼= J(e3C)であるから，Theo-
rem 4 (IV)より，剰余環D = C/S(e3̂C) = B/(S(e3B) ⊕ S(e3̂B))も左原田環となる．D

の quiverもBの quiverと同じであり，関係式は ωδ̂βωと δ̂βω を追加したものである．直
既約射影的右D加群は，BBのそれを と の部分で割ったものである．

Remark 8. 本論とは直接関係ないが，Example 7の左原田環Cの大局次元は 6に等しい．
筆者は [3]において，大局次元が3以下の左原田環は serialとなることを示し (Theorem 2.1)，
6以上の任意の偶数 2nに対して gl.dimR = 2nとなる serialでない左原田環の例を構成し
た (Example 2.2)．大局次元が 6である serialでない左原田環が C であり，8以上のもの
は，Example 7のように，Cを元にべき等元を 1個付け加えて剰余環を取ることによって
帰納的に構成した (Remark 2.1参照)．
なお，大局次元が有限で serialでないものは，筆者はこの例しか得ていない．大局次元

が 4や 5であるような serialでない左原田環が存在するかどうかは，まだ分かっていない．
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3. 性質 (III), (IV)

それでは，Theorem 4の前半部分の証明について述べよう．性質 (I)は自明である．性
質 (II)は左原田環のブロック拡大の左原田性の特別な場合であり，一般的な形で，例えば
大城 [1, Theorem 4.2.2]で述べられている．また，比較的簡単に確かめることができる．
したがって，性質 (III), (IV)が問題になる．

Rを片側アルチン環，e ∈ Pi(R)で eRRは入射的であるとする．このとき，S(eR) ∼=
T (fR), S(Rf) ∼= T (Re)となるような f ∈ Pi(R)が存在し，RRfは入射的である．このよ
うな (eR,Rf)は i -pairと呼ばれる．また S(eR) = S(Rf)であるからこれは両側イデア
ルで，左右いずれの加群としても単純である．
なお，i -pairの概念は原田環の研究においても非常に重要な役割を果たす．以下でも，

Rが左原田環の場合に剰余環 R̄における直既約射影的右 R̄加群 ḡR̄の入射性を述べるが，
実際には i-pairを用いて証明する．

Theorem 4の (III), (IV)は，Rが左原田環の場合の剰余環 R̄ = R/S(eR)の左原田性を
扱っている．次の Lemmaは eRが入射的であるという条件のみで成り立つ．

Lemma 9. Rを基本的左原田環とし，eRRは入射的 (e ∈ Pi(R))であるとする．剰余環
R̄ = R/S(eR)について，次が成り立つ．

(1) gR ∼= J(hR) (g, h ∈ Pi(R))のとき，
(a) h ̸= eであれば，ḡR̄ ∼= J(h̄R̄)である．
(b) h = eであれば，ḡR̄R̄は入射的である．

(2) gRRが入射的 (g ∈ Pi(R))のとき，g ̸= eであれば，ḡR̄R̄も入射的である．

一般に，基本的アルチンRが左原田環であるためには，任意の g ∈ Pi(R)に対して，gR
が入射的であるか，ある h ∈ Pi(R)に対して gR ∼= J(hR)であることが必要十分である
から，この Lemmaより，eRが入射的のとき，剰余環 R̄ = R/S(eR)はかなり左原田環
に近いことが分かる．したがって，剰余環 R̄において ēR̄が入射的または ēR̄ ∼= J(ḡR̄)
(g ∈ Pi(R))となるかどうかが問題となる．Theorem 4 (IV)は後者となる場合なので，性
質 (IV)も分かった．

Lemma 10. Rを基本的左原田環とし，eRRは入射的で S(eR) ∼= T (fR)，fRRは入射的
でなく fR ∼= J(gR) (e, f, g ∈ Pi(R))であるとする．剰余環 R̄ = R/S(eR)について，次
が成り立つ．

(1) RRgが入射的でないとき，ēR̄R̄は入射的である．
(2) RRgが入射的のとき，S(hR) ∼= T (gR) (h ∈ Pi(R))とする．h1 = h, h2, . . . , hn ∈

Pi(R)を，J(hiR) ∼= hi+1R (i = 1, . . . , n− 1)，J(hn+1R)は射影的でない，である
ようなものとすれば，ēR̄ ∼= J(h̄nR̄)が成り立つ．

したがって，Theorem 4 (III)の仮定の下では，ēR̄は左原田環の条件を満たす射影的右
R̄加群になるので，(III)も言える．なお，Lemma 9に比べると Lemma 10の証明は容易
ではなく，いくつかの準備を必要とする．

Theorem 4 (III), (IV)を繰り返し適用すると次が分かる．後で用いるようにこの結果は
有用であり，基本的左原田環の剰余環がいつ再び左原田環になるかを示している．

Theorem 11. Rを基本的左原田環とし，e1, . . . , en, f ∈ Pi(R)は次を満たすとする．
(1) e1Rは入射的で，S(e1R) ∼= T (fR)，
(2) J(eiR) ∼= ei+1R (i = 1, . . . , n− 1)．
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もし fRが入射的でなければ，R/Ki (i = 1, · · · , n)も左原田環である．ただし，
Ki = S(e1R)⊕ · · · ⊕ S(enR)

とする．

Remark 12. Rが基本的左原田環のとき，Theorem 11の設定で，必ずしも fRが入射的
でなくても，

S(e1RR)⊕ · · · ⊕ S(enRR) = Si(RRf)

であることが知られている．

4. Hの最小性

Hの最小性については，次の 2つの Lemmaから従う．

Lemma 13 ([2, Proposition 2.15]). Rを基本的左原田環，fR (f ∈ Pi(R))は入射的でな
いとする．このとき，(1− f)R(1− f)は左原田環となる．

Lemma 14 ([2, Lemma 2.6 and Lemma 2.7]). Rを基本的原田環，fR ∼= J(eR) (e, f ∈
Pi(R))とする．R′ = (1− f)R(1− f)，R̃ = R′

eとおく．

(1) Reが入射的でないとき，R ∼= R̃である．
(2) Reが入射的のとき，ある i ≥ 1が存在してR ∼= R̃/Kiである．ただし，Ki = Si(R̃ê)
はTheorem 11の通りとする．

左原田環の構造において，これらのLemmaは非常に重要である．Lemma 13は，与えら
れた左原田環がQF環でなければ，右入射的でない直既約射影的加群に対応する原始べき
等元を取り除いて「縮小」したものも，再び左原田環であることを示している．Lemma 14
は，それにある原始べき等元を添加すれば，元の左原田環が「復元」できることを示して
いる．これらを用いればTheorem 4におけるHの最小性が示せるが，その前にこれらの
Lemmaを例で述べよう．

Example 15. Rを許容列 (4, 4, 3)をもつ serial環とし，e1, e2, e3を対応する直交原始べき
等元とする．このとき e1Rと e2Rは入射的で，J(e2R) ∼= e3Rである．Rは左原田環である
からLemma 13が適用できるので，R′ = (1− e3)R(1− e3)は左原田環 (実際には serial環)
である．R̃ = R′

e2
とおけば，Theorem 4 (II)より左原田環 (serial環)である．Lemma 14は，

R ∼= R̃/(S(e2R̃)⊕ S(ê2R̃))

として，RはR′ = (1− e)R(1− e)から復元できることを示している．直既約射影的右加
群を図示すると，次の通りである．

RR = 1
2
3
1

⊕ 2
3
1
2

⊕ 3
1
2

, R′
R′ = 1

2
1

⊕ 2
1
2

, R̃R̃ = 1
2
2̂
1

⊕ 2
2̂
1
2

2̂

⊕ 2̂
1
2

2̂

.

実際，R̃において の部分で割って 2̂と 3を同一視すれば，Rに一致する．

それではTheorem 4におけるHの最小性の証明を与えよう．
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Proof (Theorem 4におけるHの最小性) . H′を Theorem 4の性質 (I)–(IV)を満たす
環のクラスとする．H ⊂ H′を示せばよい．R ∈ Hとする．R ∈ H′を直交原始べき等元
の完全集合に含まれる元の個数#Pi(R) に関する帰納法で示す．RがQFであれば，性質
(I)よりR ∈ H′であるから，RはQFでないと仮定する．

RはQFでないから，e, f ∈ Pi(R)で fR ∼= J(eR)となるものが存在する．R′ = (1 −
f)R(1− f)とおくと，Lemma 13よりR′は左原田環である．したがって帰納法の仮定よ
りR′ ∈ H′である．よって R̃ = R′

eとおけば，性質 (II)より R̃ ∈ H′である．
Reが入射的でないとき，Lemma 14(1)よりR ∼= R̃ ∈ H′を得る．Reが入射的のとき，

Lemma 14(2)よりR ∼= R̃/Ki (i ≥ 1)である．したがって，Theorem 11 (これは性質 (III),
(IV)を繰り返し用いて得られている)より，R ∼= R̃/Ki ∈ H′が分かる．

最後にTheorem 4の一つの応用について述べる．[2]において，筆者はすべての左原田
環は概自己双対性 (almost self-duality)と呼ばれる自己双対性 (self-duality)の一般化をも
つことを示した．そこでの証明は，左原田環に関する Lemma 13, 14を示すことと，概自
己双対性のいくつかの性質を示すことによって与えたが，Theorem 4の観点からは次のよ
うに述べることができる．

Example 16 ([2, Theorem 3.2]). 概自己双対性をもつ基本的アルチン環のクラスAは，
Theorem 4の性質 (I)–(IV)を満たす．したがってTheorem 4のHの最小性より，H ⊂ A
である．すなわち，すべての (基本的)左原田環は概自己双対性をもつ．
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