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Abstract. Following [4], we introduced Geigle-Lenzing projective spaces and d-canonical
algebras.

重み付き射影直線は, 1987年にGeigle-Lenzing [3]によって導入されたものであり,射影
直線P

1
を recollementにより拡大したものであり,またP

1
上の特別な整環から与えられる

[10, Appendix A].重み付き射影直線は, Ringel [11]が 1984年に導入した標準多元環と導来
圏同値であり, 今日では箙の道多元環とともに, 多元環の表現論における基本的対象となっ
ている. 本稿では, 重み付き射影直線と標準多元環の高次元化である Geigle-Lenzing射影
空間と d-標準多元環を導入して基本的な性質を調べ, 応用として高次元Auslander-Reiten
理論において基本的な d-無限表現型多元環が得られることを観察する. 詳細は論文 [4][7]
を参照されたい.

Remark 1. Geigle-Lenzingの導入した重み付き射影直線や,その一般化であるGeigle-Lenzing
射影空間は, 後述する特別な完全交叉環 Rから構成される. 一方, 非標準的に次数付けさ
れた多項式環 Sに付随するProjSを重み付き射影空間とよぶことがあるが, 両者は一般に
は異なるものである.

以下, 基礎体を kとする. 射影空間 P
d
の斉次座標環を k[T0, . . . , Td]とし, 各 1 ≤ i ≤ n

に対して, Pd
内の超平面 L1, . . . , Lnが一次式

ℓi =

d
∑

j=0

λijTj ∈ k[T0, . . . , Td].

で定義されるとする. 正整数の組 (p1, . . . , pn)に対し, 可換 k-代数Rを

R := k[T0, . . . , Td, X1, . . . , Xn]/(X
pi
i − ℓi | 1 ≤ i ≤ n)

と定める. 次に, ~xi (1 ≤ i ≤ n)と~cで生成される自由アーベル群 〈~x1, . . . , ~xn,~c〉の剰余群

L := 〈~x1, . . . , ~xn,~c〉/〈pi~xi − ~c | 1 ≤ i ≤ n〉

を考える. degXi := ~xi, deg Tj := ~cとおくことにより, Rは L-次数付き k-代数となる. R
の基本的な性質を挙げる.

• RはKrull次元 d+ 1の完全交叉環である.
• Rの a-不変量（Gorensteinパラメータ）は

~ω := (n− d− 1)~c−

n
∑

i=1

~xi ∈ L

The detailed version of this paper will be submitted for publication elsewhere.
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で与えられる. つまり L-次数付きR-加群としての同型 Extd+1

R (k, R(~ω)) ≃ Rが存
在する.

以下, 本文を通してL1, . . . , Lnが一般の位置にあると仮定する. L-次数付き有限生成R-
加群の圏をmodLRで表し, 有限次元加群からなる充満部分圏を modL

0
Rで表わす. modL

0
R

はmodLRの Serre部分圏となっており, 商圏

cohX := modLR/modL
0
R

はアーベル圏となる. これをGeigle-Lenzing射影空間X上の連接層の圏と呼ぶ. d = 1の
場合が, Geigle-Lenzingの導入した重み付き射影直線に他ならない.

cohXの基本的な性質を挙げる.

• cohXは大域次元 dのアーベル圏である.
• （Serre双対性）関手的同型Extd

X
(X, Y ) ≃ DHomX(Y,X(~ω)) (X, Y ∈ cohX)が存

在する.

Geigle-Lenzing射影空間の持つ重要な性質として, 傾対象の存在が挙げられる. まず傾
対象の定義を復習する.

Definition 2. 三角圏 Tの対象M ∈ Tが傾対象であるとは, 任意の整数 i 6= 0に対して
HomT(M,M [i]) = 0が成立し, さらにM を含む Tの最小の thick部分圏（=直和因子で閉
じた三角部分圏）が Tとなることである.

例えば,環Bに対し有限生成射影B-加群の有界ホモトピー圏Kb(projB)は傾対象を持つ.
逆に,三角圏Tが傾対象Tを持つとき,若干の仮定の下（代数的かつ idempotent complete）
で, TはKb(projEndT(T ))と三角同値になる.
~xi (1 ≤ i ≤ n)と~cで生成されるLの部分モノイドを, L+で表わす. ~x− ~y ∈ L+である

ときに ~x ≥ ~yと表わすことにより, Lは半順序集合となる. 今,

[0, d~c] := {~x ∈ L | 0 ≤ ~x ≤ d~c}

とおく.

Theorem 3. (a) Db(cohX)は傾対象 T :=
⊕

~x∈[0,d~c]R(~x)を持つ.

(b) T の自己準同型環A := EndX(T )に対し, 三角圏同値Db(cohX) ≃ Db(modA)が存
在する.

Aを d-標準多元環と呼ぶ. n = 0の場合は Beilinson [2]による古典的な結果であり, こ
の場合のAをBeilinson多元環と呼ぶ. d = 1の場合がGeigle-Lenzing [3]によるものであ
り, この場合のAがRingel [11]によって導入された標準多元環である. n ≤ d + 1の場合
はBaer [1]によって知られており, 最近 n = d+ 2の場合が Ishii-Ueda [6]によって与えら
れた.

d-標準多元環の箙 (quiver)表示を与えるために, 一般性を失うことなく以下を仮定する:

• n ≥ d+ 1.
• 各 1 ≤ i ≤ d+ 1に対して ℓi = Ti−1.

このとき, Rは以下で表示される:

R = k[X1, . . . , Xn]/(X
pi
i − ℓi(X

p1
1
, . . . , X

pd+1

d+1
) | d+ 2 ≤ i ≤ n)

Theorem 4. d-標準多元環Aは以下の箙と関係式で表示される:

(i) 点はQ0 := [0, d~c].
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(ii) 矢はQ1 := {xi : ~x → ~x+ ~xi | 1 ≤ i ≤ n, ~x, ~x+ ~xi ∈ [0, d~c]}.
(iii) 関係式は以下の 2種類:

• xixj − xjxi : ~x → ~x+ ~xi + ~xj (1 ≤ i < j ≤ n, ~x, ~x+ ~xi + ~xj ∈ [0, d~c]).

• xpi
i −

∑d+1

j=1
λi,j−1x

pj
j : ~x → ~x+ ~c (d+ 2 ≤ i ≤ n, ~x, ~x+ ~c ∈ [0, d~c]).

例えば d = 2, n = 4, p1 = p2 = p3 = p4 = 2の場合に, 箙Qは以下で与えられる.

0

~x1

~x2

~x3

~x4

~x1 + ~x2

~x1 + ~x3

~x1 + ~x4

~x2 + ~x3

~x2 + ~x4

~x3 + ~x4

~c

~x1 + ~c

~x2 + ~c

~x3 + ~c

~x4 + ~c

2~c

いまBを有限次元多元環とし, 大域次元が有限であると仮定する. 中山関手

ν := −⊗B (DB) : Db(modB) → Db(modB)

に対して νd := ν ◦ [−d]とおく. 次の概念は高次元Auslander-Reiten理論で基本的である.

Definition 5. [5] Bが d-無限表現型であるとは, Bの大域次元が dであり, かつ ν−i
d (B) ∈

modBが任意の i ≥ 0に対して成立することである.

kが代数的閉体の場合, 1-無限表現型多元環とは,非Dynkin型箙の道多元環に他ならな
い. d-無限表現型多元環は, d-有限表現型と呼ばれる多元環とともに, 大域次元 dの多元環
の中で表現論的観点からもっとも基本的なクラスと考えられる.

d-標準多元環の次の性質は基本的である.

Theorem 6. 一般性を失うことなく pi ≥ 2 (1 ≤ i ≤ n)であると仮定する. このとき

gl.dimA =

{

d (n ≤ d+ 1),
2d (n > d+ 1).

さらに n ≤ d+ 1ならば, Aは d-無限表現型である.

n ≤ d+1の場合は,より詳しく [5]で ˜A型と呼ばれるd-無限表現型多元環となっている.
いまRの a-不変量 ~ωに対して,

deg ~ω := n− d− 1−

n
∑

i=1

1

pi

とおき, その符号によってGeigle-Lenzing射影空間を以下の 3通りに分類する.

deg ~ω < 0 = 0 > 0
X d-Fano d-Calabi-Yau d-anti-Fano
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d = 1の場合, これらは重み付き射影直線の domestic, tubular, wildの 3つのタイプに
相当する.

Geigle-Lenzing射影空間の d-Fano性は, d-標準多元環のMinamoto [8][9]の意味での d-
Fano性と同値である:

Proposition 7. Geigle-Lenzing射影空間 Xが d-Fanoであることと, d-標準多元環 Aが
d-Fano多元環であることは同値.

Geigle-Lenzing射影空間のうち, d-Fanoであるものはより基本的であると考えられる.
実際 d = 1の場合, domestic型の重み付き射影直線は, 拡大ディンキン型箙の道多元環と
導来圏同値である. このことからTheorem 6後半の一般化として, 次が自然に期待される.

Conjecture Xが d-Fanoならば, ある d-無限表現型多元環と導来圏同値である.

この予想に対する部分的な回答として, 以下が成立する.

Theorem 8. n = d + 2かつ p1 = p2 = 2ならば, Xはある d-無限表現型多元環と導来圏
同値である.

証明は, RのCohen-Macaulay表現を調べることからはじまる. 詳細は割愛する.
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