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Abstract. In this short note, we discuss background of τ -tilting theory which was
introduced in [2].

Brenner-Butler [5]によって導入された傾加群 (tilting module)の概念は, 今日では表現
論において欠かせないものとなっている. 傾加群は, 森田理論の基本概念である射影生成
元 (progenerator)の一般化であり, また, Rickardによる導来圏の森田理論 [14]における基
本概念である傾複体 (tilting complex)の特別な場合でもある. 今日では傾理論は, 群（有
限群, 代数群）の表現論や代数幾何学, ミラー対称性予想をはじめとして, 様々な数学で用
いられており, 環論の持つ普遍性を示す一例となっている.
傾加群に対して, 近年盛んに研究されている事柄の一つとして, 変異 (mutation)が挙げ

られる. 一般に変異とは, 特別な性質を持つ与えられた対象から, 同様の性質を持つ新し
い対象を構成する操作のことである. 例外列 (exceptional sequence)の変異 [7] と団傾対象
(cluster tilting object)の変異 [6, 10]の２種類が広く知られているが, いずれもある種の三
角圏の構造を解析するものであり, 特に後者は高次元Auslander-Reiten理論 [9]や団代数
(cluster algebra)の圏論化 [12]にも応用される重要なものである.
傾加群に対する同様の操作である傾変異 (tilting mutation)は, Riedtmann-Schofield [15],

Happel-Unger [8]らによって研究されてきた1. 傾変異とは「基本的傾加群が与えられたと
きに, 一つの直既約な直和因子を入れ替えことによって, 新たな基本的傾加群を得る」操作
であり, 傾変異理論とは, 加群圏の特徴的な部分（＝傾加群）を調べることによって, 加群
圏全体の構造を理解しようとするものである. クイバーの鏡映 (reflection)やAuslander-
Platzeck-Reiten傾加群, 有限群のモジュラー表現論における奥山, Rickardによる傾複体
などは, 全て傾変異の特別な場合である.
傾変異の注意点は,「直和因子の選び方によっては, 傾変異をすることが出来ない」点で

あり, これが他の変異操作と比較した場合に不十分な点である. これを解消するためには,
扱う対象の範囲を傾加群から少し広げることにより, 変異がいつでも可能となるようにす
ること（傾変異の「完備化」）が標準的であり, 以下の３種類が研究されている.

(a) 準傾複体 (silting complex)
(b) 団傾対象 (cluster tilting object)
(c) 台 τ 傾加群 (support τ -tilting module)

(a)は, 上で述べたRickardの傾複体を一般化した概念であり, 導来圏の対象となってい
る. 詳細は相原氏との共著 [3]を参照されたい. (a)の欠点は, 導来圏はもとの加群圏より
もはるかに巨大であるため, 加群圏の構造解析のためには, 大部分の準傾複体は不要とな
る点である. より加群圏に近い圏の中で変異を行える方が, 完備化と呼ばれるに相応しい.
上でも述べた (b)は, この点を改善したものである. 団傾対象は, 団圏 (cluster category)

と呼ばれる三角圏の対象であり, 団圏は加群圏を「少しだけ拡張して」構成されたもので

The detailed version of this paper has been submitted for publication elsewhere.
1彼らは変異という用語を用いていないのだが, 今日では変異と呼ぶ方が自然である.
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あるため, 導来圏よりもはるかに加群圏に近い. 反面, 団圏を構成するためにはDG多元
環が必要であるため, 取り扱いは必ずしも容易ではない. そのため, 傾変異のより扱いや
すい拡張を与えることは, 重要な課題であった.
[2]で導入された (c)は, これらの要望に答えるものである. 台 τ 傾加群は, 特別な加群

として定義されるものであり, 加群圏以外の圏を扱う必要が一切無い.
以下,簡単に定義を与える. Aを体K上の有限次元多元環とする. Auslander-Reiten移動

を τ で表わす. 有限生成A加群M が τ リジッド (τ -rigid)であるとは, HomA(M, τM) = 0
が成立することである. τ リジッド加群はAuslander-Smalø[4]によって, 80年代に研究さ
れた概念であるが, 不思議なことに今日までほとんど忘れられており, 特別な呼称さえ与
えられていなかった. 論文 [2]では, リジッド加群（Ext1A(M,M) = 0を満たす加群）の類
似物である点に着目して, τ リジッド加群という名称を導入した.
τ リジッド加群M が τ 傾加群 (τ -tilting module)であるとは, 等式 |M | = |A|が成立す

ることである. ここで |M |は, M の非同型な直既約直和因子の個数を表わす. 傾加群は τ
傾加群であるが, 一般に τ 傾加群は傾加群よりもはるかにたくさん存在する.
傾変異の完備化を与えるためには, 台 τ 傾加群の概念が必要となる. Aのある巾等元 e

に対する剰余環A/(e)上の τ 傾加群を, 台 τ 傾加群 (support τ -tilting module)と呼ぶ. 以
下, 台 τ 傾加群に関する諸性質を箇条書きする. 詳細は [2]を参照されたい.

• Bongartz完備化の存在.
• 台 τ 傾加群に関する, 変異の一意的可能性.
• 台 τ 傾加群に関する, 変異クイバーとHasseクイバーの一致.
• 台 τ 傾加群と, 関手的有限なねじれ部分圏の一対一対応.
• 台 τ 傾加群と, ２項準傾複体の一対一対応.
• Aが 2-Calabi-Yau三角圏 Cに付随する 2-Calabi-Yau傾斜多元環の場合, 台 τ 傾加
群と, Cの団傾対象の一対一対応.

台 τ 傾加群に関する最近の結果は, [1, 11, 13, 16]等を参照されたい.

最後に, Aがクイバー 1
a

2
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3 と関係式 ab = 0で与えられる場合, 台 τ 傾加群
のHasseクイバーを図示する.
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