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Abstract. At the end of the last century, Kashiwara and the author ([10]) made a bride
between representation theory of quantum groups and one of quivers. More precisely,
consider the variety X(d) of representations of a double quiver, with a fixed dimension
vector d. It is known that there is a nice Lagrangian subvariety Λ(d) of X(d). In a
geometric point of view, Λ(d) is defines as the variety of zero points of the moment
map for the action of a certain reductive group on X(d). Let IrrΛ(d) be the set of all
irreducible components of Λ(d). We proved that tdIrrΛ(d) is isomorphic to the “crystal
basis” B(∞) of the negative half of a quantum group. This is one of the main results in
[10].

On the other hand, in a representation theoretical point of view, the variety Λ(d) is
nothing but the variety of nilpotent representations of the corresponding preprojective
algebra. Namely, the results of [10] tell us that there is a “nice” correspondence between
preprojective algebras and crystal basis of quantum groups. In this note, we try to
explain what is the meaning of this correspondence. Adding to that, we also discuss
resent progress around this area.

1. Introduction

この小論の目的は，Kashiwara-S [10]を解説することである．この論文は 1997年に出
版されたものであり，「なぜ今さらわざわざ古い話をするのか？」と疑問に思われる方も
多いと思う．筆者は Lie代数や量子群等，いわゆる Lie theoreticな表現論の出身で，論文
を書いた当時は多元環の表現論については殆ど何も知らなかった．後になって，実は自分
のやっていたことが preprojective algebraという多元環の表現論と密接な関わりがあるこ
とを知り，大きな衝撃を受けたことを覚えている．そこで今回はこの事実を逆手に取り，
[10]を preprojective algebraの表現論の立場から見直すことによって，その再解釈を行い
たい．これが「わざわざ古い話を持ち出す理由」である．
さらに付け加えるなら，近年の Geiss-Leclerc-Schöerによる一連の研究（[4]～[7]）等，

このような視点に立った研究が現在でも活発に行われている．今回の研究会でも，例えば
Demonetさん，木村さんによる講演などは，その一例ある．
そもそも良い数学というものは，黙っていても勝手にいろいろな分野に結びついてい

くものである．純粋に多元環の表現論的な興味から考案された preprojective algebra とい
う概念が，量子群の表現論という全く違うコンテクストから自然に現れたということは，
preprojective algebraの定義の “正しさ”を物語っているのかも知れない．この機会に，両
者の不思議な結びつきに少しでも興味を持って頂ければ幸いに思う1．

• 謝辞 筆者のような門外漢に講演の機会を与えてくださったオーガナイザーの方々に感
謝します．特にプログラム責任者の名古屋大学の伊山修さんには準備の段階から相談に

1筆者は以前研究集会「環論とその周辺」で，今回とほぼ同じ内容を，別の側面から紹介させて頂いた
[16]．手前ミソだが，こちらも併せて参照して頂ければ幸いである．
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乗って頂き，貴重なご意見を頂きました．この場を借りて感謝します．

• 記号に関する注意 この小論では quiverをΓ = (I,Ω)なる記号で表す．ここに Iは頂点
集合，Ωは矢印の集合である．また頂点 i ∈ Iから頂点 j ∈ Iへ向かう矢印 τ ∈ Ωがある
時，i = out(τ)，j = in(τ)と表すことにする．また τ ∈ Ωに対し，向きをひっくり返して
得られる新たな矢印を τ で表す．ei

‖
out(τ)

e j
‖

in(τ)
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⇒
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e j
‖
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�τ

３つの頂点 i, j, k ∈ Iと，iから jへの矢印 τ，jから kへの矢印 σがあったとする．こ
のとき τ と σを合成して長さ２の pathが定義されるが，この pathは（τσではなく）στ
と表すことにする． e

i
e
j

e
k

- -τ σ ⇒ e
i

e
k

-στ

また，algebra Aに対してA-moduleとは常に left moduleを表すこととし，以後一切断
らない．τ と σの合成を στ と表すのは，このためであると言っても良い．

これらの記法は多くの多元環の文献で用いられているものとは異なるので読みにくい
かも知れないが，筆者が慣れている記法を用いないと間違い得てしまいそうなので，今回
は御容赦願いたい．

2. Varieties of Representations

2.1. Quiverの表現のなす空間.

Kを体，Γ = (I,Ω)を有限 quiverとする．このとき，Γの（有限次元）表現V = (V,B)
とは，次のようなものである：
• V = ⊕i∈IViは有限次元 I-graded vector space,

• B = (Bτ )τ∈ΩはK-linear maps Bτ ∈ HomK(Vout(τ), Vin(τ))の組．
与えられた Γの表現V = (V,B)に対し，

dimV := (dimK Vi)i∈I ∈ ZI
≥0

を Vの dimension vectorと呼ぶ．また，（B を伴わない）単独の I-graded vector space
V = ⊕i∈IViに対しても，同様に dimension vector dimV を定義する．

２つの Γの表現V = (V,B)とV′ = (V ′, B′)に対し，VからV′への射 (morphism)φ =
(φi)i∈I とは，K-linear maps φi : Vi → V ′

i (i ∈ I)の組であって，任意の τ ∈ Ωに対して、

φin(τ)Bτ = B′
τφout(τ) (2.1.1)

が成り立つもののことを言う．特に ϕ = (ϕi)i∈I が I-graded vector spaceの同型写像であ
る時，VとV′は同型であるという．
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d = (di)i∈I ∈ ZI
≥0を１つ指定すれば，dimV = dなる I-graded vector spaceは一意的

に定まる2．これを V (d)と書くことにし，次の vector spaceを考えよう：

EΩ(d) := ⊕
τ∈Ω

HomK(V (d)out(τ), V (d)in(τ)).

B ∈ EΩ(d)に対し組V = (V (d), B)を考えれば，これは dimV = dなる Γの表現である．
逆に dimV = dなる Γの表現は，必ずこの形で書かれる．すなわち，EΩ(d)は dim = d
となる Γの表現を全てかきあつめたものに他ならない．すなわち EΩ(d)とは，dim = d
の Γの表現全体のなす空間（多様体）である．

EΩ(d)には群G(d) :=
∏

i∈I GL(V (d)i)が

B = (Bτ ) 7→ gB =
(
gin(τ)Bτg

−1
out(τ)

) (
g = (gi)i∈I ∈ G(d)

)
で作用する．quiverの表現の射φ = (φi)が同型写像であるということは，各φiがGL(V (d)i)
の元であることに他ならない．このことと (2.1.1)に注意すれば，

２つの Γの表現が同型 ⇔ 対応するEΩ(d)の元が
同じG(d)-orbitに含まれる

となることは明らかであろう．すなわち，次の１対１対応が得られる：{
dim = dなる

Γの表現の同型類

}
1 : 1←→ {EΩ(d)のG(d)-orbit}

よく知られているように，Γの表現を考えるということは，対応する path algebra K[Γ]
上のmoduleを考えるということに他ならない．したがって{

dim = dなる
K[Γ]-moduleの同型類

}
1 : 1←→

{
dim = dなる

Γの表現の同型類

}
1 : 1←→ {EΩ(d)のG(d)-orbit}

という１対１対応が得られる．その対応は以下の通り：B = (Bτ )τ∈Ω ∈ EΩ(d)が与えられた
とする．このとき，I-graded vector space V (d)上のK[Γ]-module structureが，τ ∈ K[Γ]
の作用をBτ で与えることによって，得られる．逆の対応は明らかであろう．

2.2. Relation付き quiverの場合.

前節の議論では Γ = (I,Ω)の表現= K[Γ]-modulesしか扱うことが出来なかった．これ
は多元環の表現論としては，いささか適用範囲が狭い．そこで議論を relation付き quiver
の場合に拡張しよう．

A = K[Γ]/J なる多元環を考える．ただし J は relations ρ1, · · · , ρl で生成される両側
idealとする．V を A-moduleで dimV = dなるものとしよう．このとき，Aにおける単
位元 1Aの原始ベキ等元分解 1A =

∑
i∈I eiは，V 上に I-graded vector spaceの構造を定め

る．すなわち Vi := eiV とおくことで，直和分解 V = ⊕i∈IViが得られる．τ ∈ Ωの V へ
の作用は，linear map Bτ ∈ HomK(Vout(τ), Vin(τ))を定め，こうして Γの表現V = (V,B)

2本来は「同型を除いて一意的」と言うべきところだが，あまりこだわると記述がややこしくなるばかり
なので，今回はこの程度で止めておく．
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が得られる．さらに，今の場合にはB = (Bτ )が relations ρ1, · · · , ρlを満たしていなけれ
ばならない．各 ρjが具体的に

ρj =
∑

ak1,k2,··· ,kjτk1τk2 · · · τkj (1 ≤ j ≤ l, ak1,k2,··· ,kj ∈ K)

と書かれていたとすれば，B = (Bτ )は関係式

ρj(B) :=
∑

ak1,k2,··· ,kjBτk1
Bτk2
· · ·Bτkj

= 0 (1 ≤ j ≤ l) (2.2.1)

を満たさなければならない．言い換えれば，Bは

ΛA(d) := {B ∈ EΩ(d) | Bは (2.2.1)を満たす }
なる EΩ(d)の部分代数多様体の点を与えるている，ということになる．この ΛA(d)を
variety of A-modules (of dimension vector d) と呼ぶことにしよう．
ここまでいけば，後の議論は前節と同じである．すなわち，１対１対応{

dim = dなる
A-moduleの同型類

}
1 : 1←→ {ΛA(d)のG(d)-orbit}

が得られるわけである．

以上の話を標語的に言えば，

多元環Aの表現論 “=”
代数多様体ΛA(d)上の
G(d)-orbitの幾何学

ということになるだろう．このような議論は体Kがどんなものであっても考えることが
できるし，そういうことが可能というのが代数幾何の強みでもあるのだが，簡単のために
以下K = Cと仮定しよう．
例えばAが finite representation typeであるとしよう．このときΛA(d)は必ず有限個の

G(d)-orbitを持つ．これは商空間G(d)\ΛA(d)が必ず有限個の点集合になってしまうこと
を意味し，非常に扱いやすい．もちろん，一般にはAはwildになってしまうわけで，こ
んな話はほとんどの場合成り立たない．それどころか，商空間G(d)\ΛA(d)は一般には代
数多様体の構造を持たず，その扱いは非常に難しい3．

ではどうしたらいいのだろうか？このような場合，表現論の世界では「考えるmodule
の範囲を制限する」ということをしばしば行う．与えられた多元環Aに対し，A-module
全体の categoryを考えるのではなく，その中からうまい subcategoryを取り出して，そち
らを調べようという考え方である．このことは，対応する幾何の言葉では『空間をうま
く制限して，orbitの空間を調べやすくしているということ』と言っても良いだろう．制
限と言っても「ここからここまで」というタイプのものではなく，むしろ「スカスカにす
る」と言った方がいいかも知れない．空間をスカスカにしたとしても，２つの表現が同値
であるという概念は全く同様に定義されるので，orbitそのものは意味を持つことになる．

3商集合をいつでも考えることが出来るのは明らかである．問題は「どうやって空間の構造（例えば位相
や多様体の構造など）を入れるか？」ということで，これをしないと幾何学的に考える意味が無い．

G(d)\ΛA(d)を空間として扱う道具として，stack と呼ばれる概念がある．「空間としてきちんと定式化
する」ということにはもちろんそれなりのメリットもあるが，定式化出来たからといって話が簡単になるわ
けではない．wildな表現論を扱う難しさは，当然対応する stackの空間としての難しさに遺伝することにな
る．
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他方，本小論で紹介したいのは，これとは別の考え方である．上に述べた variety of A-
module ΛA(d)は代数多様体であり，これを点集合とみなした場合に比べ，はるかに多く
の情報を持っている．例えば ΛA(d)には位相が入っている．このことは実は非常に大き
い．位相が入っていることで，ΛA(d)内の２点（=２つの表現）に対し，それらが「近い
or 遠い」，「つながっている or 離れている」等の議論が可能となる．

ΛA(d)が持っている幾何学的情報のうち，今回は特に

IrrΛA(d) := ΛA(d) の（代数多様体としての）既約成分の全体の集合

に着目したい．各既約成分はG(d)の作用に関して不変ではあるけれども，単独の orbit
にはなっていない．つまり１つの既約成分には同型でないような表現がたくさん（一般に
は無限個）含まれてしまうわけで，既約成分を考えるということは，通常の表現論で行わ
れている仕分け（=同値類による分類）よりも．はるかに目の粗いことをやっていること
になる．しかし，今考えているのは『A-moduleの作る代数多様体』なのだから，『その既
約成分もAの表現に関する某かの情報を担っているはず』と考えても，そんなに的外れ
ではないのではないだろうか？
さらに，我々が興味があるのは特定のdimension vectorを持つmoduleではなく，module

全体の持つ構造である．したがって，調べるべきは個々の IrrΛA(d)ではなく，dimension
vector の可能性を全て走らせた ⊔

d∈ZI
≥0

IrrΛA(d)

ということになる．

一般のAに対してこのような考え方がどの程度有効なものなのかは，実は筆者は知らな
い．しかしAが preprojective algebraの場合には，この考え方は有効である．詳しいこと
は次節に譲るが，preprojective algebraはごく一部の例外を除いて，ほとんどの場合wild
である．したがって，A-module の同型類全体=orbit全体の全体像を把握することは，ま
ず不可能である．それにも関わらず，既約成分全体td∈ZI

≥0
IrrΛA(d) には常に “crystal”と

呼ばれる特殊な構造が入り，それによって td∈ZI
≥0
IrrΛA(d) はコントロール可能となるの

である．これが，Introductionに述べた「筆者と柏原による共著論文 [10]を preprojective
algebraの表現論を用いて再解釈した結果」である．具体的な内容については，次節以降
で詳しく述べていく予定である．
さらには，単に全体像が把握出来るだけでなく，本来の問題であった preprojective al-

gebra Aの表現論に関する情報もそれなりに引き出すことが出来る．多元環の表現論の立
場からすれば，この部分が最も興味がある部分であろうとも思うが，かなりの紙数を必要
とするので，今回の小論で解説することはしない．詳しくはGeiss-Leclerc-Schröerによる
一連の論文 [4],[5],[6],[7]や，Kimuraの論文4[11]，およびそれらの中の参考文献を参照し
て頂きたい．

3. Preprojective algebras

3.1. 定義と性質.

以下Γ = (I,Ω)は loopを持たないと仮定する．さらにH := ΩtΩとし，double quiver

Γ̃ := (I,H)を考える．
4おそらく本報告集にも解説が掲載されることと思う．
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Definition 1. double quiver Γ̃の path algebra C[Γ̃]の中で，|I| = n個の relations

µi :=
∑
τ∈H

out(τ)=i

ε(τ)ττ (i ∈ I)

で生成される両側イデアルをJとする．ただし，ε(τ) =

{
1 (τ ∈ Ω)

−1 (τ ∈ Ω)
である．このとき，

P (Γ) := C[Γ̃]/J

をΓに付随するPreprojective algebraと呼ぶ．また，Jを生成するµiたちを preprojective
relationsと呼ぶ．

P (Γ)について知られていることを列挙しておく．

Proposition 2.

(1) P (Γ)がC上の有限次元代数 ⇔ ΓはDynkin quiver．
(2) P (Γ)が finite representation type ⇔ ΓはAn (n = 1, 2, 3, 4)型．
(3) P (Γ)が tame representation type ⇔ ΓはA5 or D4型．

つまり，Γが上記以外の場合には P (Γ)はwildになってしまうわけである．

3.2. Varieties of nilpotent representations.

Proposition 2 (1)から，Γが non-Dynkinの場合は，P (Γ)は無限次元になってしまう．
この場合には，有限次元表現のなす代数多様体を考えるのではなく，以下に述べる表現の
ベキ零性を仮定することにする．

Definition 3. B ∈ Ed,Ωがベキ零 (nilpotent)であるとは，非負整数N が存在して，長さ
がN 以上の任意の path σに対して，Bσ = 0なることをいう．

これはmoduleの言葉で言えば「Bに対応する有限次元 P (Γ)-moduleを VB とする時，
長さがN 以上の任意の path σに対して，σV = {0}が成り立つ」ということになる．　
さて，今の場合に考える多様体の定義を与えよう．d ∈ ZI

≥0 に対して，

X(d) := ⊕
τ∈H

HomC(V (d)out(τ), V (d)in(τ))

とし，
Λ(d) := {B ∈ X(d) | µi(B) = 0 (∀ i ∈ I) かつ B は nilpotent}

なるX(d)の部分代数多様体を考える．これは dimension vectorが dの，nilpotent P (Γ)-
modules全体のなす代数多様体に他ならない．

Remark 4. (1) ΓがDynkin quiverの場合には，B ∈ EΩ(d)が µi(B) = 0 (∀ i ∈ I)を満た
せば，自動的にBは nilpotentとなることが知られている ([9])．したがって，この場合に
はΛ(d)は dimension vector = dの P (Γ)-module全体を考えていることになる．
(2)上では，始めから “preprojective algebraありき”という立場で代数多様体Λ(d)を導入
した．ところが，実はΛ(d)は（preprojective algebraを全く知らなくても）quiverの幾何

–170–



学だけから自動的に現れる，非常に自然な対象である．別の言い方をすれば『preprojective
relationsは，もともと幾何が知っているもの』ということになる5

P (Γ)-nilpをnilpotentな有限次元P (Γ)-module全体のなす categoryとする．前節の『表
現の同値類 = orbit』の対応を今の場合に書けば，{

dim = dなる
P (Γ)-nilpの objectの同型類

}
1 : 1←→ {Λ(d)のG(d)-orbit}

ということになる．
Proposition 2で述べたように，ごく少数の例外を除いてほぼ全ての場合にP (Γ)はwild

になってしまう．したがって，“G(d)-orbitの幾何”を考えるのは非常に難しい．そこで，
前述のように Γ(d)の既約成分を考えることにする．すなわち

IrrΛ(d) := Λ(d)の（代数多様体としての）既約成分全体のなす集合

とし，可能な dimension vectorを全て走らせたもの

B :=
⊔

d∈ZI
≥0

IrrΛ(d)

を考える．『このBに “crystal”と呼ばれる構造が入り，それによってBを詳しく調べるこ
とが出来るようになる』というのが，[10]の主結果（の一つ）である．

4. A crystal structure on B

4.1. Root datum.

crystalを定義するには，その前提として root datumと呼ばれるある種のデータを fixす
る必要がある．今の場合，それは『dimension vectorsが住んでいる lattice ZI上に，quiver
から定まるCartan matrixを使って bilinear formを定める』ということになる．

ところが，この“Cartan matrix”というのがちょっと曲者で，多元環の表現論とLie theory
では，その意味が異なる6．ただ，肝心なのはZI上に定まる bilinear formの方であり，こ
ちらはCartan matrixの意味をどちらに取ったとしても同じものを定める．したがって問
題が無いと言えば無いのだが，何も知らずに文献を読むと誤解を招く恐れがある．そこで
本節では，無用の混乱を避けるために両者の違いをはっきりさせておく．

5Λ(d)の幾何学的な意味は次の通り．一般に，symplectic多様体 (X,ω)上に Lie群Gが symplectic form
ωを保つように作用していると，運動量写像 (moment map)と呼ばれる写像 µ : X → Lie(G)∗ が定義出来
る．ここに Lie(G)は Gの Lie algebra，Lie(G)∗はその dual spaceである．これらは symplectic幾何学と
呼ばれる分野の用語である．symplectic幾何学ではmoment mapによる 0の逆像 Λ := µ−1(0)がしばしば
重要な役割を果たす．“運動量”という用語からもわかるように，これらの概念は物理学と非常に関係が深
いが，この Λ = µ−1(0)は物理的にも重要な意味を持つことが知られている．
話を Λ(d) に戻そう．X(d) = EΩ(d) ⊕ EΩ(d) なる分解を１つ固定し，X(d) 上の bilinear form ω を

ω(B,B′) :=
∑

τ∈H ε(τ)tr(BτB
′
τ ) によって定める．このとき，ω は X(d) 上の非退化な skew-symmetric

bilinear form (symplectic form) を定める．さらに G(d) の X(d) への作用はこの symplectic form を保
つ．そうすると，上に述べた symplectic幾何学の一般論から moment map µ : X(d) → Lie(G(d))∗ を考
えることが出来る．この settingで µによる 0の逆像 Λ = µ−1(0)を考えると，丁度 variety of nilpotent
representations Λ(d)と一致する．

6筆者は多元環に関しては門外漢なので断言してしまうのは危険だが，少なくとも調べた限り (Ringel [13]
や Assem et. al. [1]など)では，「違う」と言って良いようである．
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◦ 多元環 side

本節に限って，しばらく Γ = (I,Ω)は cycleを持たない (acyclic)と仮定する．このとき
C[Γ]は有限次元代数となる．S(i)を頂点 i ∈ Iに対応する simple C[Γ]-module, P (i)をそ
の projective coverとする．また I = {1, 2, · · · , n}とする．

Definition 5. n次正方行列CΓ = (ci,j)i,j∈I を次のように定める：

ci,j := dimC[Γ](P (i), P (j)) (i, j ∈ I).

このCΓを path algebra C[Γ]のCartan matrixと呼ぶ．

次のことは大事なので，強調しておく．
(i) 一般にはCartan matrix CΓは非対称行列である．
(ii) Cartan matrix CΓの行列成分 ci,jは常に非負整数である．
(iii) Cartan matrix CΓは常に正則行列であり，しかもその逆行列も整係数となる．

筆者のようなLie theory出身の人間から見ると，これらはどれも「え？」と思ってしま
う性質である．上述の通り，誤解の原因は「Cartan matrixの定義が違う」ということに
ある．(i)と (ii)は定義から明らかなので，(iii)のみ復習しておこう．

Ringel [13]にならって，ZI をヨコベクトルの空間と見なす．このとき s(i) := dimS(i),
p(i) := dimP (i)とすれば，

p(i) = s(i)tCΓ (4.1.1)

が成り立つ．s(i)は，第 i成分のみ 1で残りが 0であるような（ヨコ）ベクトルだから，
(4.1.1)は「p(i)は行列 tCΓの第 i行である」と言っていることになる．

C[Γ]-modをC[Γ]-modulesのなす abelian category，K(C[Γ]) := K(C[Γ]-mod)をその
Grothendieck群とする．このとき，自然な対応

K(C[Γ]) 3 [V ] 7→ dimV ∈ ZI

は Z-moduleの同型
ΦΓ : K(C[Γ]) ∼→ ZI

を誘導する．ここに [V ]はC[Γ]-module V のK(C[Γ])における同値類を表す．
C[Γ]は hereditaryだから，各 S(i)は高々長さ１の projective resolution を持つ．した

がってK(C[Γ])の中で [S(i)]は [P (j)] (j ∈ I)たちの１次結合で書ける．同型 ΦΓで話を
ZI の中に移行すれば，これは整係数 n次正則行列 P ′が存在して，

En =


s(1)
s(2)
...

s(n)

 =


p(1)
p(2)
...

p(n)

P ′ (Enは n次単位行列)

と書ける，ということに他ならない．(4.1.1)より P ′ = tC−1
Γ であり，(iii)が従う．

CΓを用いて ZI 上の bilinear formを

〈〈x,y〉〉 := x
(
tC−1

Γ

)
ty (x,y ∈ ZI)
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で定め，これを Euler formと呼ぶ7．上記 (i),(ii),(iii)の帰結として次が従う：
• Euler form 〈〈·, ·〉〉は対称ではない．
• Euler form 〈〈·, ·〉〉は Zに値を持ち，しかも常に非退化である．

Euler formは一般の有限次元代数Aに対しても，同様の方法で定義出来る（ただし非
退化性には，Aに対する某かの制約が必要となる8）．V を projective dimensionが有限の
A-module, W を injective dimensionが有限のA-moduleとすれば，

〈〈dimV, dimW 〉〉 =
∑
l≥0

dimC Ext
l
A(V,W )

となる．特にA = C[Γ]の場合には，
〈〈dimV, dimW 〉〉 = dimC HomC[Γ](V,W )− dimC ExtC[Γ](V,W )

となる．さらに V,W を simple moduleにとると

〈〈s(i), s(j)〉〉 = δi,j − dimC ExtC[Γ](S(i), S(j))

=

{
1 (i = j),
−(Ωの中で iから jに向かう arrowの本数) (i 6= j)

という，“おなじみの”式が得られる．

Euler formを対称化して，

(x,y)alg :=
1

2
x
(
C−1

Γ + tC−1
Γ

)
ty (x,y ∈ ZI)

なる ZI 上の symmetric bilinear formを考える．Γ = (I,Ω)の arrowをひっくり返して得
られる quiverを Γ := (I,Ω) と書こう．このとき，

CΓ = tCΓ

であるので，symmetric bilinear form (·, ·)algは，

対称行列
1

2

(
tC−1

Γ
+ tC−1

Γ

)
から定まる symmetric bilinear form

と言って良い．上の計算と併せれば，

(s(i), s(j))alg =

{
1 (i = j),
−(H = Ω ∪ Ωの中で iから jに向かう arrowの本数)/2 (i 6= j)

となることは明らかであろう．

◦ Lie theory side

以下，quiver Γ = (I,Ω)は cycleを持っても良いけれど loopは持たないこととし，Γ
から arrowの向きを無視して得られる有限グラフ ΓDyn を考える．ΓDyn を quiver Γの
(underlying) Dynkin diagramと呼ぶ9．

7普通なら 〈·, ·〉 と書くところだが，今回は 〈·, ·〉は別の意味に使いたいので記号を替えた．
8例えば Aの global dimensionが有限であることなど．
9“Dynkin”という言葉の使い方も，多元環と Lie theoryで異なっている．多元環では C[Γ]が有限表現型

を持つ場合を “Dynkin case”，そうでないときを “non-Dynkin case”と呼ぶが，Lie theoryでは C[Γ]が有
限表現型を持つかどうかに関わらず，グラフ ΓDynのことを “Dynkin diagram”と呼ぶ．ただし，この言い
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Definition 6. n× n行列A(ΓDyn) = (ai,j)1≤i,j≤nを次のように定める：

ai,j :=

{
2 (i = j),
−(ΓDynの中で iと jを結ぶ辺の本数) (i 6= j).

このA(ΓDyn) = (ai,j)を（Dynkin diagram ΓDynに付随する）Cartan matrixと呼ぶ10．

（Lie theoreticな）Cartan matrix A(ΓDyn)の性質を列挙しておこう．
(i)’ Cartan matrix A(ΓDyn)は常に対称行列である．
(ii)’ Cartan matrix A(ΓDyn)の行列成分 ai,jは常に整数であるが，非負であるとは限ら

ない（対角成分は常に 2だが，非対角成分は必ず非正）．
(iii)’ Cartan matrix A(ΓDyn)は正則行列とは限らない11．

多元環 sideのCartan matrix CΓの性質 (i)∼(iii)と比較すれば，両者の違いを理解して
頂けると思う．つまり，全く違うものを同じ名前で呼んでいるわけである12．ただし，両
者の間に全く関係が無いわけではない．

A = A(ΓDyn)に対し，ZI 上の bilinear formを

(x,y)Lie := xAty (x,y ∈ ZI)

で定める．A(ΓDyn)は対称行列だから，これは symmetric bilinear formである．さらに
A(ΓDyn)の定義から，次は明らかであろう：

(s(i), s(j))Lie =

{
2 (i = j),
−(ΓDynの中で iと jを結ぶ辺の本数) (i 6= j)

「H = Ω∪Ωの中で iから jに向かう arrowの本数」と「ΓDynの中で iと jを結ぶ辺の
本数」は等しいので，

(s(i), s(j))Lie = 2(s(i), s(j))alg

となり，定数倍の差しかない．この関係をCartan matrixの言葉で書き直せば，

A(ΓDyn) = 2 · 1
2

(
tC−1

Γ
+ tC−1

Γ

)
ということになる．２つのCartan matrixはこの関係で結ばれているわけである．

以下，このノートでは ZI 上の symmetric bilinear formとして (·, ·)Lieを採用すること
とし，簡単のために添字を省略して (·, ·) と書く13．

Remark 7. Lie theoryでは，与えられた Cartan matrix A(ΓDyn)に対して Lie algebra を
構成する．こうして出来る Lie algebraはKac-Moody Lie algebraと呼ばれるものの一部

方は正確ではない．Lie theoryで “Dynkin diagram”と呼んでいるものは，実はもっと広い概念で，今の方
法で得られる ΓDyn は Dynkin diagramの中で symmetricと呼ばれる特別な場合になっている．

10この定義だと，loopさえ無ければ，Γに cycleがあっても何の問題もない．
11例えば Γが extended Dynkin（Lie theoryでは affine型という）の場合には，A(ΓDyn)は corank 1に

なる．
12手前ミソになってしまうし，多元環の方々にケンカを売るつもりも毛頭無いのだが，歴史的には Lie

theoreticな定義の方が先であると思う．
13「たかが２倍の差じゃないか」と思われるかもしれないが，Lie theoreticにはこの “2”に大きな意味

があって，ちょっと譲れない．申し訳ないが，この点は御容赦頂きたい．
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（symmetric Kac-Moody Lie algebra）になっている14．出来上がる Lie algebraは一般に
は無限次元になるが，これが有限次元になることと，ΓDynが A,D,E型（多元環でいう
ところのDynkin case）になることは同値になる．

Definition 8. Γ = (I,Ω)を loopのない有限 quiverとする．(ZI) ⊗ Q = QI とその基底
{s(i)|i ∈ I}, およびその上の bilinear form (·, ·)の組

(
QI , {s(i)}, (·, ·)

)
をDynkin diagram

ΓDynに付随する root datumと呼ぶ．ただし，(·, ·)は上で構成した ZI 上の bilinear form
を自明な方法でQI 上に拡大したものである．

Remark 9. この定義は，Lie theoryにおける通常の root datumの定義とは異なっている
ので，注意が必要．あくまで『このノートだけのもの』と思っておいて頂きたい15．Lie
theoryにおける root datumが別の形の定義を採用する理由の１つには『Cartan matrixが
symmetricでない場合も扱いたい』というものがある．他方，我々の場合には話を quiver
から出発させているので，Cartan matrixは symmetricなものしか出てこない．Cartan
matrixが symmetricな場合に限定すれば，この定義でも差し支えない．

4.2. Crystalの定義（暫定版）.
そもそも「crystalとは何か？」がはっきりしないと話を始めづらいので，まず最初に

crystalの定義を与えてしまうことにする．定義だけ見ても「意味不明」に思えるに違い
ないが，とりあえずは “そんな感じのもの”という程度に認識して頂ければ十分である．

前節のように root datum
(
QI , {s(i)}, (·, ·)

)
を fixしよう．基底 {s(i)}で張られるQIの

Z-submoduleを
Q := ⊕

i∈I
Zs(i)

と書き，これを root latticeと呼ぶ．もちろんQ ∼= ZI である．さらに次を満たす P を１
つ固定する:

(a) P はQI の rank n = |I|の Z-submoduleである．
(b) (z, Q) ⊂ Z for every z ∈ P.

(c) s(i) ∈ P for every i ∈ I.

(c)から，常にQ ⊂ P であることに注意されたい．

Remark 10. (1) bilinear form (·, ·)が非退化である場合（例えば ΓがA,D,Eの場合）に
は，上記 (a), (b), (c)を満たすものの中で一番大きなものが canonicalに存在するので，こ
れを P とおくことにする．すなわち，

P := {z ∈ QI | (z, Q) ⊂ Z}

と定める．これは lattice（格子）の理論で言うところの，（Qの）dual latticeと呼ばれる
ものに他ならない．
一方，(·, ·)が退化している場合（例えば Γが extended Dynkinの場合）に上のように

定義をすると，P が Z上有限生成でなくなってしまい (a)を満たさない．この場合には
canonicalな P の choiceというのは存在せず，不定性がある．「１つ固定する」と言ってい

14symmetricと呼ばれるのは，A(ΓDyn)が必ず対称行列になるからである．一般の場合の Kac-Moody
Lie algebraは，対称とは限らない Cartan matrixから出発して構成される．

15これが定義だと思って Lie theoryの文献を見ると，おそらく混乱する．
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るのは，このためである．
(2) P は，Lie theoryでweight latticeと呼ばれているもの．

随分準備に時間が掛かってしまったが，以下 crystalの定義（暫定版）を与えよう16．

Definition 11. 集合 Bと写像たち
wt : B → P, εi : B → Z t {−∞}, ϕi : B → Z t {−∞},

ẽi : B → B t {0}, f̃i : B → B t {0} (i ∈ I)

が以下の公理を満たすとき，組
(
B; wt, εi, ϕi, ẽi, f̃i

)
を root datum

(
QI , {s(i)}, (·, ·)

)
に付

随する crystalと呼ぶ．
(C1) 任意の i ∈ I, b ∈ Bに対し，

ϕi(b) = εi(b) + (s(i),wt(b)).

(C2) b ∈ Bかつ ẽib ∈ Bならば，
wt(ẽib) = wt(b) + s(i), εi(ẽib) = εi(b)− 1, ϕi(ẽib) = ϕi(b) + 1.

(C2)’ b ∈ Bかつ f̃ib ∈ Bならば，

wt(f̃ib) = wt(b)− s(i), εi(f̃ib) = εi(b) + 1, ϕi(f̃ib) = ϕi(b)− 1.

(C3) b, b′ ∈ Bに対して，
b′ = ẽib ⇔ b = f̃ib

′.

(C4) b ∈ Bに対して，ϕi(b) = −∞ならば，

ẽib = f̃ib = 0.

少し説明が必要だろう．写像の定義に現れる “−∞”や “0”は，それぞれ「Zに含まれ
ない extraな元」，「Bに含まれない extraな元」と言っているだけで，基本的にそれ以上
の意味はない．ただし，−∞に関しては，Zの元との “加法”が

(−∞) + a = a+ (−∞) = −∞ (a ∈ Z)
によって定まっているものとする17．このことから，例えば次が従う：

ϕi(b) = −∞ ⇔ εi(b) = −∞.

実際，b ∈ Bに対して，wt(b) ∈ P なのであった．よって (s(i),wt(b)) ∈ Zである．そうす
ると，公理 (C1)と “加法”の定義によって，ϕi(b) = −∞と εi(b) = −∞は同値であるこ
とが従う．

正確には crystalというのは組
(
B; wt, εi, ϕi, ẽi, f̃i

)
のことであるのだが，いちいち書く

と大変なので，以後写像を省略して「crystal B」のように書くことにする．

crystalを考えるとき，その構造を図示したもの（crystal graph）を考えると便利である．
16“暫定版”と言っているのは，root datumの与え方が（全ての話を quiver から出発させているために）

通常のものとは異なってしまっているからである．root datum以外の部分はこれで良い．
17１年生の微積分でこんなことをやったら先生に怒られそうだが，ナイーブには「−∞という数がある」

と思っているわけである．
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Definition 12. Bを crystalとする．このときBを頂点集合とする色付き有向グラフを以
下のルールで定め，これを Bの crystal graphと呼ぶ．

ルール：b′ = f̃ibであるとき，bから b′に向かって i ∈ Iで色付けされた矢印を引く．

b b′-i

Example 13. ΓをAn型の quiverとし（orientationはどうでも良い），ω1 ∈ P を

(ω1, s(i)) = δ1,i

で定める．また n+ 1個の元からなる集合

B(ω1) := {b0, b1, · · · , bn}

に対して，写像wt, εi, ϕi, ẽi, f̃iを次のように定める．

wt(bk) := ω1 −
k∑

i=1

s(i) (0 ≤ k ≤ n),

εi(bk) :=

{
1 (i = k),

0 (otherwise),
ϕi(bk) :=

{
1 (i = k + 1),

0 (otherwise),

ẽibk :=

{
bk−1 (i = k),

0 (otherwise),
f̃ibk :=

{
bk+1 (i = k + 1),

0 (otherwise).

このとき B(ω1)は crystalである．その crystal graphは以下のようになる．

b0 -1 b1 -2
b2 -3 · · · -n

bn

この B(ω1)は「An型量子群の vector表現の crystal basis」というもので，crystalの理論
では基本的である．ただし，その意味を述べようとすると量子群の表現論が必要になって
しまうので，詳しい説明は割愛する．

Example 14. Γを loopがない勝手な quiverとする．また j ∈ Iを１つ固定する．Zでパ
ラメトライズされる集合

Bj := {bj(k) | k ∈ Z}
に対して，写像wt, εi, ϕi, ẽi, f̃iを次のように定める．

wt(bj(k)) := ks(j) (k ∈ Z),

εi(bj(k)) :=

{
−k (i = j),

−∞ (i 6= j),
ϕi(bj(k)) :=

{
k (i = j),

−∞ (i 6= j),

ẽibj(k) :=

{
bj(k + 1) (i = j),

0 (i 6= j),
f̃ibj(k) :=

{
bj(k − 1) (i = j),

0 (i 6= j).

このとき Bjは crystalとなる．その crystal graphは以下のようになる．

· · · -j e
bj(k − 1)

-j e
bj(k)

-j e
bj(k + 1)

-j e
bj(k + 2)

-j
· · ·
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Example 15. Γを loopがない勝手な quiverとし，λ ∈ P を固定する．１点からなる集合

Tλ := {tλ}

写像wt, εi, ϕi, ẽi, f̃iを次のように定める．

wt(tλ) := λ, εi(tλ) = ϕi(tλ) := −∞, ẽitλ = f̃itλ := 0 (∀ i ∈ I).

このとき Tλは crystalである．crystal graphは１点のみからなるグラフ（矢印無し）に
なる．

4.3. Bの場合.

B =
⊔

IrrΛ(d)上に
(
QI , {s(i)}, (·, ·)

)
root datumとする crystalの構造を定めよう．

◦ wtの定義：Λ ∈ IrrΛ(d)に対し，

wt(Λ) := −d.

◦ εiの定義：B ∈ Λ(d)に対して，εi(B) ∈ Z≥0を次のように定める：

εi(B) := dimCCoker

(
⊕

τ∈H;in(τ)=i
V (d)out(τ)

⊕Bτ−→ V (d)i

)
.

B = (Bτ )τ∈H ∈ Λ(d)によって，I-graded vector space V (d)を P (Γ)-moduleとみなす
ことが出来ることに注意しよう．このとき，上で与えた εi(B)は，頂点 i ∈ I に関する
P (Γ)-module V (d)の top (i-th top)の次元に他ならない．
さらにΛ ∈ IrrΛ(d)に対して，Λの genericな点B ∈ Λを取り，

εi(Λ) := εi(B)

と定義する．

◦ ϕiの定義：wtと εiが決まると，公理 (C1)によって ϕiは自動的に定まる：

ϕi(Λ) := εi(Λ) + (s(i),wt(Λ)).

◦ ẽiの定義：まず (
IrrΛ(d)

)
i,p

:=
{
Λ ∈ IrrΛ(d) | εi(Λ) = p

}
とおく．このとき IrrΛ(d)は

(
IrrΛ(d)

)
i,p
たちの有限個 disjoint unionに分かれる：

IrrΛ(d) =
(
IrrΛ(d)

)
i,0
t
(
IrrΛ(d)

)
i,1
t
(
IrrΛ(d)

)
i,2
t · · · t

(
IrrΛ(d)

)
i,dimC V (d)i

.

もちろん，
(
IrrΛ(d)

)
i,p

(0 ≤ p ≤ dimC V (d)i)は空集合になり得ることを注意しておく．
さて，Λ ∈

(
IrrΛ(d)

)
i,l
とし，Λの中から genericな点Bを取ろう．このとき，

l = εi(B) = P (Γ)-module V (d)の i-th topの次元

なのであった．したがって
V (d)の P (Γ)-submodule V ′′が存在して，V (d)/V ′′ ∼= S(i)⊕l (i-th top of V (d))
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となる．すなわち，V ′′は i-th radicalということになる．
I-graded vector spaceとしては，V ′′ ∼= V (d′′)である．ただし d′′ := d − ls(i)とした．

上で述べたことは，『I-graded vector space V (d′′)上に P (Γ)-module structureを定めて，

0→ V (d′′)
φ′′
−→ V (d)

φ′
−→ S(i)⊕l → 0 (4.3.1)

が P (Γ)-moduleの完全列となるように出来る』ということに他ならない．
P (Γ)-module V (d′′)に対応するΛ(d′′)の元をB′′と書こう．こうして対応

Λ(d) 3 B → B′′ ∈ Λ(d′′)

が得られる．繰り返しになるが，この対応の意味するところは，ナイーブには
『V (d)に対して，その i-th radicalを取れ』

ということである．
ただし，対応B → B′′は写像にはなっていない．実際，V ′′ ∼= V (d′′)は i-th radicalだ

から，それは同型を除いて一意的に定まる．しかし，V (d′′)上の P (Γ)-module structure
を定めるB′′ ∈ Λ(d′′)の選び方には不定性があり，一意的には決まらない．

そこで，もう少しまじめに考えてみよう．まず (4.3.1)を単なる I-graded vector space
の完全列と思うことにする．V (d)上に P (Γ)-module structureを定めるということは，
B ∈ Λ(d)を決めることに他ならないので，これを１つ指定しよう．
同様に，V (d′′)上に P (Γ)-module structureを定めるためには，B′′ ∈ Λ(d′′)を指定す

れば良いわけだが，いい加減に取ってしまうと φ′′ : V (d′′) → V (d)が P (Γ)-moduleの射
にならない．P (Γ)-moduleの射になるためには，Imφ′′がB-stableになっていることが必
要十分である18．このとき，商空間 V (d)/V (d′′) ∼= S(i)⊕lには自然に P (Γ)-module の構
造が入る．すなわち，これだけデータを与えておけば，φ′ : V (d) → S(i)⊕lは自動的に
P (Γ)-moduleの射になる．

話を整理しよう．まずデータとして組 (B, φ′, φ′′)であって，B ∈ Λ(d) かつ Imφ′′がB-
stableとなっているようなものを取る．このような組 (B, φ′, φ′′)の全体をΛ(d;d′′)と書こ
う．Λ(d;d′′)からΛ(d)，Λ(d′′)にはそれぞれ

q1 : Λ(d;d
′′) 3 (B, φ′, φ′′) 7→ B ∈ Λ(d), q2 : Λ(d;d

′′) 3 (B, φ′, φ′′) 7→ B′′ ∈ Λ(d′′)

なる写像が定義される．こうして図式

Λ(d′′)
q2←− Λ(d;d′′)

q1−→ Λ(d) (4.3.2)

が得られる．q1, q2は単射ではなく，したがって対応B → B′′は写像ではない．

このとき次が成り立つ．

Proposition 16 (Kashiwara-S [10]). 図式 (4.3.2)は，全単射(
IrrΛ(d)

)
i,l

∼→
(
IrrΛ(d′′)

)
i,0

18φ′′ は I-graded vector spaceの射だったので，Imφ′′ は V (d)の I-graded vector subspaceである．す
なわち Imφ′′ = ⊕i∈I

(
Imφ′′)

i
なる分解を持っている．任意の τ ∈ H に対して，

Bτ

(
Imφ′′)

out(τ) ⊂
(
Imφ′′)

in(τ)

となるとき，Imφ′′ は B-stableであるという．
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を誘導する．

つまり，『与えられた P (Γ)-moduleに対して，その i-th radicalを取れ』という写像は，
B → B′′という意味では well-definedにならないが，既約成分間の対応という意味では
well-definedであり，しかも全単射を与える，というわけである．
証明は q1, q2の幾何学的な性質によっており，自明ではない．詳しくは原論文 ([10])を

参照されたい．

上の全単射を
ẽmax
i :

(
IrrΛ(d)

)
i,l

∼→
(
IrrΛ(d′′)

)
i,0

と書こう．この記法は，あたかも『ẽiなる写像がある』ことを想定しているかのように読
めるが，実際その通りで，写像 ẽiは以下のように定義される：

ẽi :

{ (
Λ(d)

)
i,l

ẽmax
i−→

(
Λ(d− ls(i))

)
i,0

(ẽmax
i )−1

−→
(
Λ(d− s(i))

)
i,l−1

if l > 0,(
Λ(d)

)
i,0
−→ {0} if l = 0.

これまでの説明から ẽiの “意味”は明らかであろう．つまり，ẽiとは
『与えられた P (Γ)-moduleの i-th topを genericに１次元削れ』

という操作に他ならない19．特に２行目は『i-th topが 0次元のとき（l = 0のとき）は１
次元削ることは出来ないから，その場合には行き先を 0にせよ』 というわけである．

B =
⊔

d∈ZI
≥0

IrrΛ(d)であったことを思い出そう．各 component毎に定義された ẽiたち

を束ねて，
ẽi : B→ B t {0}

がwell-definedに定まるのは，言うまでもない．

◦ f̃iの定義：これも前出の ẽmax
i を使って構成する：

f̃i :
(
Λ(d)

)
i,l

ẽmax
i−→

(
Λ(d− ls(i))

)
i,0

(ẽmax
i )−1

−→
(
Λ(d+ s(i))

)
i,l+1

.

今度の場合は lが 0になるかどうかの場合わけは必要ない．f̃iの “意味”は，
『与えられた P (Γ)-moduleの i-th topを genericに１次元増やせ』

ということなので，lの値に関わらず操作を行うことが出来るからである．
したがって，今度の場合は『f̃iを施せない』ということはなく，全てを束ねて得られる

写像は
f̃i : B→ B

となる．

19「だったら面倒なことはせずに，最初から『与えられた P (Γ)-moduleの i-th topを genericに１次元
削る』ということを ẽi の定義にすればいいんじゃないか？」と思われるかもしれない．確かにその通りな
のであるが，このことを幾何的にちゃんと言おうとすると，全単射(

IrrΛ(d)
)
i,l

∼→
(
IrrΛ(d− s(i))

)
i,l−1

の存在を示さなければならない．結論としてはもちろん正しいのだけれど，少なくとも我々は
(
IrrΛ(d′′)

)
i,0

を経由する方法しか，その証明を知らない．
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以上で，必要な写像が全て定義出来た．このとき主張は以下の通り．

Proposition 17 ([10]). 組
(
B; wt, εi, ϕi, ẽi, f̃i

)
は，root datum

(
QI , {s(i)}, (·, ·)

)
に付随す

る crystalである．

Proof. 公理 (C1)～(C4)を確かめれば良いが，定義から (C1)～(C3)は明らかである．ま
た (C4)についても，ϕi(Λ) = −∞となるΛ ∈ Bは存在しないので，OK． �

4.4. その特徴付け.

前節でB =
⊔

d∈ZI
≥0

IrrΛ(d)上に crystal structureが入ること，およびその preprojective

algebraの表現論的な意味を説明した．「定義に現れる各写像が，ちゃんと意味を持ってい
る」ということについては，多少は納得してもらえたのではないかと思う．ただし，

Q：crystal structureが入ったからといって，何がうれしいのか？

という問いに対しては，何も答えてはいない．

この問いを preprojective algebraの表現論だけから説明するのは非常に難しいのだが，
crystalの一般論の立場からは次のように説明される．

Theorem 18 (Kashiwara-S [10]). crystalとして BはB(∞)と同型である20.

ここにB(∞)とは，“量子群のベキ零部分の crystal basis”と呼ばれる crystalで，その
構造が非常によく調べられているものである．このノートでは「量子群の表現論に関す
る事実は一切使わない」ことにしているので，“量子群のベキ零部分の crystal basis”が何
か？ということには触れないが，強調しておきたいのは『Theorem 18が上の問いに対す
る１つの解答を与えている』ということである．すなわち，

A：crystalの一般論で知られている結果を用いることによって，preprojective
algebraの nilpotentな表現全体のなす varietyの構造を調べることが出来る

ということである．これさえ頭に留めて頂ければ，このノートを書いた意味は半分以上達
成されていると言って良い．

ΓがDynkin caseの場合（特にA型の場合）については，5節に詳しい解説を書いたの
で，そちらを参照して頂きたい．

4.5. Another crystal structure on B.
4.3節で導入した crystal structureは，多元環の立場で言えば “表現の topをいじる”と

いう操作によって実現されたものであった．多元環の表現論においては，「topでうまくい
く」話というのは「socleでもうまくいく」ことが多い．では今の場合はどうか？という
と，実はOKで，topと socleの役割を入れ替えても B上に crystal structure を定義する
ことが出来る．ただし，こうして定義される B上の crystal structureは，4.3節で導入し
たものとは別物であることに注意されたい．

具体的に書いていこう．まず wtは 4.3節と共通に取る．次に εiだが，これは 4.3節と
は違うものを考えるので，区別のために右上に ∗を付けて ε∗i と書くことにしよう．

20「crystalの同型」を定義していないのでこの主張は意味をなさないけれども，感じはわかって頂ける
と思う．
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B ∈ Λ(d)に対して，

ε∗i (B) := dimCKer

(
V (d)i

⊕Bτ−→ ⊕
τ∈H;out(τ)=i

V (d)in(τ)

)
とおく．これは対応する P (Γ)-moduleの i-th socleの次元に他ならない．
そこで，Λ ∈ IrrΛ(d)に対してΛの genericな点B ∈ Λを取り，

ε∗i (Λ) := ε∗i (B)

と定義する．また
ϕ∗
i (Λ) := ε∗i (Λ) + (s(i),wt(Λ))

と定める．

4.3節では εi = i-th topの次元で IrrΛ(d)を分割したが，今度は ε∗i = i-th socleの次元
を使って同じことをやる．

IrrΛ(d) =
⊔
p≥0

(
IrrΛ(d)

)p
i
, where

(
IrrΛ(d)

)p
i
:=

{
Λ ∈ IrrΛ(d) | ε∗i (Λ) = p

}
.

そこで，4.3節と同様のアイデアで全単射

(ẽ∗i )
max :

(
IrrΛ(d)

)l
i

∼→
(
IrrΛ(d′)

)0
i

を構成する．ただし d′ := d − ls(i)である21．やり方はほぼ同じなので繰り返さないが
ちょっとだけ注意をしておくと，今回は topと socleの役割を取り替えているので，(4.3.1)
に当たる図式はmapの向きが反対になる：

0→ S(i)⊕l φ′′
−→ V (d)

φ′
−→ V (d′)→ 0. (4.5.1)

この図式を元に (4.3.2)に相当する図式を考えることが出来て，それが全単射 (ẽ∗i )
maxを誘

導する，というストーリーになっている．(ẽ∗i )
maxの意味は『i-th cosocleを取れ』という

ことである．
全単射 (ẽ∗i )

maxを用いて，写像

ẽ∗i : B→ B t {0}, f̃ ∗
i : B→ B

を同様の方法で定める．このとき主張は以下の通り．

Theorem 19 ([10]). (1) 組
(
B; wt, ε∗i , ϕ∗

i , ẽ
∗
i , f̃

∗
i

)
は，root datum

(
QI , {s(i)}, (·, ·)

)
に付随

する crystalである．

(2) crystalとして
(
B; wt, ε∗i , ϕ∗

i , ẽ
∗
i , f̃

∗
i

)
とB(∞)は同型である．

(2)は注釈が必要だろう．Theorem 18とTheorem 19を併せると(
B; wt, εi, ϕi, ẽi, f̃i

) ∼= B(∞) ∼=
(
B; wt, ε∗i , ϕ∗

i , ẽ
∗
i , f̃

∗
i

)
ということになってしまい「全く違う定義をしたはずなのに，なぜ？」と思うかもしれな
い．しかし，よく考えると矛盾はしていない．上の同型はあくまで「抽象的な crystalと
しての同型」を与えているだけなので，例えば “εi = ε∗i ”ということを主張しているわけ
ではない．上の同型が主張するところは
『topを用いて定義した構造と，socleを用いて定義した構造が，抽象的には一致する』
21ベクトルとしては d′ = d′′ であるけれども，役割が違うので記号を替えた．
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ということだけであり，「topについて成り立つことは，socleに対しても成り立つ場合が
ある」という経験則からすれば，ある意味 “自然”かも知れない．

5. Dynkin case

5.1. 一般論.

本節では話をΓ = (I,Ω)がDynkin quiver（A,D,E）の場合に限定する．多元環 sideか
ら見た場合に，この条件は P (Γ)が有限次元代数であることと同値であることは既に述べ
た．実は幾何学的にも，この条件は大きな意味を持つ．

Proposition 20 (Lusztig [9]). Γ = (I,Ω)をDynkin quiverとする．このとき勝手に与え
られたΛ ∈ IrrΛ(d)に対して，EΩ(d)のG(d)-orbit OΩが一意的に存在して，

Λ = T ∗
OΩ

EΩ(d)

と書ける．逆に，与えられたEΩ(d)のG(d)-orbit OΩに対し，T ∗
OΩ

EΩ(d) ∈ IrrΛ(d)であ
る．したがって，次の１対１対応が得られる：{

EΩ(d)のG(d)-orbit
}
3 OΩ

∼←→ T ∗
OΩ

EΩ(d) ∈ IrrΛ(d). (5.1.1)

またしてもヘンな記号が現れたが，T ∗
OΩ

EΩ(d)は “OΩの conormal bundle”，T ∗
OΩ

EΩ(d)
は “その closure”という意味である．conormal bundleというのは，より一般的な setting
で定義される，幾何学的には基本的な概念であるが，幾何の言葉に不慣れな方も多いと思
う．話を今回の場合に限ってしまえば，以下のように考えてもらっても差し支えない．

まず
X(d) = ⊕

τ∈H
HomC(V (d)out(τ), V (d)in(τ)) = EΩ(d)⊕ EΩ(d)

に注意しよう．第１成分への射影 πd,Ω : X(d) → EΩ(d) とし，πd,Ωの Λ(d)への制限を
πΛ(d),Ω := πd,Ω|Λ(d)と記す．このとき πΛ(d),Ωは全射である．したがってΛ(d)の分割

Λ(d) =
⊔

OΩ;G(d)-orbit

π−1
Λ(d),Ω (OΩ)

が得られる．ΓはDynkin typeなので，右辺は有限個のdisjoint unionである．π−1
Λ(d),Ω (OΩ)

がΛ(d)のG(d)不変な部分集合となることは定義からすぐに解るけれども，単独のG(d)-
orbitになるとは限らない（一般にはなっていない）．

Proposition 21 ([9]). ΓがDynkin typeならば，

π−1
Λ(d),Ω (OΩ) = T ∗

OΩ
EΩ(d)

である．したがって次が成立する：

π−1
Λ(d),Ω (OΩ) = T ∗

OΩ
EΩ(d).

つまり，一般的な conormal bundleの定義を知らなくても，今の場合は π−1
Λ(d),Ω (OΩ) を

その定義と思ってもいいわけである．

Proposition 21の “意味”を考えてみよう．まず Λ ∈ IrrΛ(d)とし，Λの中から generic
に (Bτ )τ∈H をとる．このとき
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『I-graded vector space V (d)を，(Bτ )τ∈H によって
nilpotent P (Γ)-moduleと思う』

ことが出来る．また，射影 πΛ(d),Ω ((Bτ )τ∈H) = (Bτ )τ∈Ωをとるということは，

『与えられた P (Γ)-module V (d)を，τ ∈ Ω の作用を
忘れることによって，C[Γ]-moduleと思え』

ということに他ならない．したがって Proposition 21は

T ∗
OΩ

EΩ(d) =

{
V (d)上の P (Γ)-module structureであって，それを
C[Γ]-moduleと思ったときに同型になるようなもの

}
ということを意味していることになる．

話を先に進めよう．いま Γは Dynkin typeだったので，有名なGabrielの定理により，
直既約なC[Γ]-moduleの同型類は dimension vectorで一意的に定まり，しかもそれらは対
応するDynkin図形 ΓDynに付随する positive rootでパラメトライズされる．したがって，
上の手順で得られたC[Γ]-module V (d)は

V (d) = ⊕
β∈∆+

VΩ(β)
⊕aβ,Ω

の形に一意的に分解する．ただし∆+ = ∆+(ΓDyn)は positive root全体の集合，VΩ(β)は
β ∈ ∆+に対応する直既約C[Γ]-moduleである．こうして得られる非負整数の組を

aΩ := (aβ,Ω)β∈∆+ ∈ ZN
≥0 (N := |∆+|)

と書く．

整理すると，
(i) Λ ∈ IrrΛ(d)とし，Λの中から genericに (Bτ )τ∈H をとる；
(ii) πΛ(d),Ω ((Bτ )τ∈H) = (Bτ )τ∈Ωによって，V (d)をC[Γ]-moduleとみなす；
(iii) C[Γ]-module V (d)を直既約分解して，各直既約因子のmultiplicityを表す非負整

数の組 aΩ = (aβ,Ω)β∈∆+ ∈ ZN
≥0 を取り出す；

という操作によって，写像Ψd,Ω : IrrΛ(d) → ZN
≥0が定義されたことになる．(5.1.1)から

Ψd,Ω は単射であることに注意しよう．dimension vector dの可能性を全て走らせて，こ
れらを束ねると，全単射

ΨΩ : B ∼→ ZN
≥0

が得られる．また逆写像Ψ−1
Ω : ZN

≥0
∼→ Bは，a 7→ T ∗

Oa,Ω
EΩ(d) で与えられる．ここにOa,Ω

は，a ∈ ZN
≥0に対応するG(d)-orbitである．

「crystal structureを理解するためには crystal graphがわかれば良い」というのは以前
述べた通りなのだが，前節で構成したB上の crystal structureの情報だけでは，具体的に
graphの頂点集合として何を考えたらいいのか，全く解らなかった．ところがΓがDynkin
typeの場合には，『ZN

≥0を頂点集合とするグラフを描けば良い』ということがはっきりし
たわけである．あとは全単射ΨΩ : B ∼→ ZN

≥0を通じてBに入っている crystal structureを
ZN

≥0 上に移植させ，各格子点間に矢印を描いていけば良い
22．

22もちろん「ZN
≥0 を頂点集合とする graph」なんてものが，本当に絵に描けるわけではないが．
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また，全単射ΨΩ : B ∼→ ZN
≥0は orientation Ωの選び方に dependするので，Ω を変えれ

ば ZN
≥0に入る crystal structureも当然変わる．そこで『ZN

≥0上にどんな crystal structure
が入っているか？』を区別したい場合には，これを BΩと書くことにする．すなわち

BΩ :=
{
aΩ = (aβ,Ω)β∈∆+

∣∣ aβ,Ω ∈ Z≥0 for every β ∈ ∆+
}
.

5.2. A型の場合（その１）.
本節では Γ = (I,Ω)が An型の Dynkin quiverの場合に限定する．このとき，positive

rootの集合∆+ = ∆(An)
+は以下のようになる：

∆+ =

{
βi,j :=

j∑
k=i

s(i)

∣∣∣∣∣ 1 ≤ i ≤ j ≤ n

}
.

したがって，

N = |∆+| = n(n+ 1)

2
.

同型ΨΩ : B ∼→ ZN
≥0を指定するには orientation Ωを選ばなければならない．ここでは

次のようなものを取ろう：

Ω0 : � � � · · · � � �
1 2 3 n− 2 n− 1 n

e e e e e e.
記述を簡単にするために，

ai,j := aβi,j+1,Ω0 (1 ≤ i < j ≤ n+ 1),

BΩ0 = {a := (ai,j)1≤i<j≤n+1 | ai,j ∈ Z≥0}
と書くことにしよう23．このときBに入っている２つのcrystal structure

(
B; wt, εi, ϕi, ẽi, f̃i

)
および

(
B; wt, ε∗i , ϕ∗

i , ẽ
∗
i , f̃

∗
i

)
を同型ΨΩ0 : B

∼→ BΩ0 によってBΩ0
∼= ZN

≥0側に移植する．こ
こでは結果のみ記すこととし，どうしてそうなるか？という理由には一切触れない24．

◦ wtの定義：a ∈ ZN
≥0に対し，

wt(a) = −
∑
i∈I

dis(i), where di =
i∑

k=1

n+1∑
l=i+1

ak,l (i ∈ I).

◦ εi, ε∗i , ϕi, ϕ
∗
i の定義：i ∈ Iに対して

A
(i)
k (a) :=

k∑
s=1

(as,i+1 − as−1,i) (1 ≤ k ≤ i),

23普通に考えれば
ai,j := aβi,j (1 ≤ i ≤ j ≤ n)

とするのが自然だろう．ただし，既存の crystalの理論と比較するためには，２つめの添字 j の番号付けを
１つずらしておいた方が都合が良い．気持ち悪いかもしれないが，このノートでは「ずらした添字付け」を
採用する．

24説明の仕方はいろいろある．参考文献として Reineke [12], Savage [18], 筆者 [17]を挙げておくが，い
ずれにしてもそれなりに準備が必要で，結果は自明ではない．
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A
∗(i)
l (a) =

n+1∑
t=l+1

(ai,t − ai+1,t+1) (i ≤ l ≤ n)

とおく．ただし上式において a0,i = ai+1,n+2 = 0と思うことにする．このとき，

εi(a) := max
{
A

(i)
1 (a), · · · , A(i)

i (a)
}
, ϕi(a) := εi(a) +

(
s(i),wt(a)

)
,

ε∗i (a) := max
{
A

∗(i)
i (a), · · · , A∗(i)

n (a)
}
, ϕ∗

i (a) := ε∗i (a) +
(
s(i),wt(a)

)
.

◦ ẽi, f̃i, ẽ∗i , f̃ ∗
i の定義：

k+ := min
{
1 ≤ k ≤ i

∣∣∣ εi(a) = A
(i)
k (a)

}
, k− := max

{
1 ≤ k ≤ i

∣∣∣ εi(a) = A
(i)
k (a)

}
,

l+ := max
{
i ≤ l ≤ n

∣∣∣ ε∗i (a) = A
∗(i)
l (a)

}
, l− := min

{
i ≤ l ≤ n

∣∣∣ ε∗i (a) = A
∗(i)
l (a)

}
とおく．a ∈ ZN

≥0に対し，新たに４つの非負整数の組 a(p,\) =
(
a
(p,\)
k,l

)
∈ ZN

≥0 (\ = ±, p =

1, 2)を次で定義する：

a
(1,±)
k,l =

 ak±,i ± 1 (k = k±, l = i),
ak±,i+1 ∓ 1 (k = k±, l = i+ 1),
ak,l (otherwise).

a
(2,±)
k,l =

 ai,l±+1 ∓ 1 (k = i, l = l± + 1),
ai+1,l±+1 ± 1 (k = i+ 1, l = l± + 1),
ak,l (otherwise).

以上の記法の下に，

ẽia :=

{
0 (if εi(a) = 0),
a(1,+) (if εi(a) > 0),

f̃ia := a(1,+),

ẽ∗ia :=

{
0 (if ε∗i (a) = 0),
a(2,+) (if ε∗i (a) > 0),

f̃ ∗
i a := a(2,−)

と定める．

一応定義は書いたものの，これでは何が何やらわからない．もう少し噛み砕いて説明し
よう．そのために aの成分を行列のように並べて，

a =

a1,2 a1,3 a1,4 · · · a1,n a1,n+1

a2,3 a2,4 · · · a2,n a2,n+1

a3,4 · · · a3,n a3,n+1

. . .
...

...
an−1,n an−1,n+1

an,n+1

と書くことにする．

まず ẽiの作用というのは，基本的に
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• i+1列目25に並んでいる数字のどれかから 1を引いて，i列目の同じ行にある数字
に 1を足す．
• ただし i列目の同じ行に数字がないときは，i+ 1列目の数字から 1を引くだけ．

という操作である．問題は
「i+ 1列目に並ぶ i個の数のうち，何行目から 1を引くか？」

というということだが，これを指定しているのが k+であり，それは

「εi(a) = A
(i)
k を満たす 1 ≤ k ≤ iの中で，一番小さいもの」

である．

f̃iの作用は，
• i + 1列目に並んでいる数字のどれかに 1を足して，i列目の同じ行にある数字か
ら 1を引く．
• ただし i列目の同じ行に数字がないときは，i+ 1列目の数字から 1を足すだけ．

という操作で，
「i+ 1列目に並ぶ i個の数のうち，何行目に 1を足すか？」

という情報が k−，すなわち

「εi(a) = A
(i)
k を満たす 1 ≤ k ≤ iの中で，一番大きいもの」

で与えられる．

ẽ∗i ,f̃
∗
i については詳しくは書かないが，ほぼ「行と列の役割を入れ替えたもの」になっ

ている．

さて，以上のように BΩ0
∼= ZN

≥0上の写像たちを定義するとき，次が成り立つ．

Proposition 22 ([12],[18],[17]). (1)
(
BΩ0 ; wt, εi, ϕi, ẽi, f̃i

)
および

(
BΩ0 ; wt, ε

∗
i , ϕ

∗
i , ẽ

∗
i , f̃

∗
i

)
はともに crystalである．
(2) 集合としての全単射ΨΩ0 : B

∼→ BΩ0 は，crystalとしての同型

ΨΩ0 :
(
B; wt, εi, ϕi, ẽi, f̃i

) ∼→
(
BΩ0 ; wt, εi, ϕi, ẽi, f̃i

)
,

ΨΩ0 :
(
B; wt, ε∗i , ϕ∗

i , ẽ
∗
i , f̃

∗
i

) ∼→
(
BΩ0 ; wt, ε

∗
i , ϕ

∗
i , ẽ

∗
i , f̃

∗
i

)
を同時に与える．

5.3. A型の場合（その２）.
前節で一般的な公式を書き下してみたものの，ややこし過ぎてわかりづらい．そこで話

を n = 3に限定して，もう一度全てを書き直してみよう26．
この場合，N = 3(3+1)/2 = 6だから aは６個の非負整数の組である．これらを行列の

ように並べて表示すると見やすい．

a =
a1,2 a1,3 a1,4

a2,3 a2,4
a3,4

25これは成分の添字でカウントしていることに注意．例えば a1,2 は「２列目」と思っている．
26もちろん n = 1, 2の方がより簡単であるのだが，単純になり過ぎてかえって話が見えづらい．
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定義にしたがって計算すると

wt(a) = (−d1,−d2,−d3),

d1 = a1,2 + a1,3 + a1,4, d2 = a1,3 + a1,4 + a2,3 + a2,4, d3 = a1,4 + a2,4 + a3,4.

念のため aの意味を復習しておこう．5.1節によれば，aはC[Γ0]-module＝Γ0の表現の
直既約成分のmultiplicityを表すデータだった（ただし Γ0 := (I,Ω0)）．具体的には，以
下のような Γ0の表現を考えていることになる．

V(d) =

( C ← {0} ← {0})⊕a1,2

⊕
( C ← C ← {0})⊕a1,3

⊕
( C ← C ← C )⊕a1,4

⊕
({0} ← C ← {0})⊕a2,3

⊕
({0} ← C ← C )⊕a2,4

⊕
({0} ← {0} ← C )⊕a3,4

(ただし d := (d1, d2, d3) = −wt(a))

さらに，表現V(d)の同値類が EΩ0(d)のG(d)-orbit Oa,Ω0 であり，対応する既約成分が
Λa := Ψ−1

Ω0
(a) = T ∗

Oa,Ω0
EΩ0(d) なのであった．

話を元に戻そう．定義通りに計算すると

A
(1)
1 = a1,2,

A
(2)
1 = a1,3, A

(2)
2 = a1,3 + (a2,3 − a1,2),

A
(3)
1 = a1,4, A

(3)
2 = a1,4 + (a2,4 − a1,3), A

(3)
3 = a1,4 + (a2,4 − a1,3) + (a3,4 − a2,3),

A
∗(1)
3 = a1,4, A

∗(1)
2 = a1,4 + (a1,3 − a2,4), A

∗(1)
1 = a1,4 + (a1,3 − a2,4) + (a1,2 − a2,3),

A
∗(2)
3 = a2,4, A

∗(2)
2 = a2,4 + (a2,3 − a3,4),

A
∗(3)
3 = a3,4.

したがって

ε1(a) = a1,2,

ε2(a) = max{a1,3, a1,3 + (a2,3 − a1,2)},
ε3(a) = max{a1,4, a1,4 + (a2,4 − a1,3), a1,4 + (a2,4 − a1,3) + (a3,4 − a2,3)},
ε∗1(a) = max{a1,4, a1,4 + (a1,3 − a2,4), a1,4 + (a1,3 − a2,4) + (a1,2 − a2,3)},
ε∗2(a) = max{a2,4, a2,4 + (a2,3 − a3,4)},
ε∗3(a) = a3,4.

となる．この計算結果は，
Λaの中から genericに P (Γ0)-moduleを取ったとき，
その i-th top，i-th socleの次元が上の式で与えられる
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ということを意味している．

Kashiwara operators（ẽi,f̃i,ẽ
∗
i ,f̃

∗
i たちを総称してこう呼ぶ）の作用については，例を使っ

て説明したい．全部書くと大変なので，ẽ3と f̃3の場合だけ詳しく書く．

Example 23. aとして次のものを考える．

a =
4 1 1

2 3
2

◦ ẽ3の作用
今考えたいのは i = 3の場合なので，

A
(3)
1 = 1, A

(3)
2 = 1 + (3− 1) = 2, A

(3)
3 = 1 + (3− 1) + (2− 2) = 2.

したがって，
ε3(a) = max{1, 2, 2} = 2.

したがって ε3(a) = A
(3)
k となる kは 2または 3である．k+の定義は「このような kのう

ち，一番小さいもの」だったので，k+ = 2．ということは『２行目で 1が右から左に移動
する』ことになる．

4 1 1
2 3

2

ẽ37−→
4 1 1

3 2
2

◦ f̃3の作用

前述の通り ε3(a) = A
(3)
k となる kは 2または 3であるが，k−の定義は「このような kの

うち，一番大きいもの」だったので，k− = 3．よって今度は『３行目で 1が左から右に移
動する』ことになる．しかし a3,3という成分はないので，a3,4に 1が足されるのみとなる．

4 1 1
2 3

2

f̃37−→
4 1 1

2 3
3

ẽ∗i ,f̃
∗
i については省略するが，一番面倒な ẽ∗1と f̃ ∗

1 の場合の答だけ書いておくので，興
味のある方は自分でチェックされたい．

4 1 1
2 3

2

ẽ∗17−→
4 1 0

2 4
3

4 1 1
2 3

2

f̃∗
17−→

5 1 1
2 3

3

n = 3の場合を見れば，一般の場合も大体想像がつくことと思う．

5.4. A型の場合（その３）.
これまでの話は orientationとして，

Ω0 : � � � · · · � � �
1 2 3 n− 2 n− 1 n

e e e e e e
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という特別なものを選んだ場合の話であった．当然のことながら，『一般のΩのときはど
うなるのか？』という問題が頭に浮かぶことと思う．すなわち，

Q１：与えられたΩに対し，
(
BΩ; wt, εi, ϕi, ẽi, f̃i

)
および

(
BΩ; wt, ε∗i , ϕ∗

i , ẽ
∗
i , f̃

∗
i

)
の構造

を具体的に記述せよ．

集合としては BΩ ∼= ZN
≥0 であるので，上の問いは

Q１’：N 個の非負整数の組 aΩ = (aβ,Ω)β∈∆+ ∈ BΩに対し，各写像を具体的に記述せよ

ということに他ならない．

この問いに対する直接の解答は知られていないように思うが，“ある種の解答”は得ら
れている．
言葉を準備しよう．与えられた２つの orientation Ω, Ω′に対し，crystalの同型

RΩ′

Ω := ΨΩ′ ◦Ψ−1
Ω : BΩ

∼→ B ∼→ BΩ′

を BΩから BΩ′ への transition mapと呼ぶ．“crystalの同型”というと何やら仰々しいが，
これまでの話を組み合わせればいいだけなので，やっていることは決して難しいことでは
ない．この写像の多元環の表現論的意味は，

(i) 非負整数の組aΩを考え，それを直既約成分のmultiplicityとして持つC[Γ]-module
の同型類を考える；

(ii) 射影 πΛ(d),Ωの逆像をとり，上の同型類を P (Γ)-moduleに持ち上げる；
(iii) さらにその closureをとる；
(iv) 上記の closureの中から genericに点をとり，τ ∈ Ω′の作用を無視することで，こ

れをC[Γ′]-moduleと思う．ここに Γ′ := (I,Ω′)；
(v) 得られたC[Γ′]-moduleを直既約分解してmultiplicityのデータを取り出す；

という操作をしているだけである．

Remark 24. とはいえ，(iii)の「closureをとる」と (iv)の「genericに点をとる」という操
作は，多元環の表現論ではあまり用いない方法なのでわかりにくいかもしれない．話をや
やこしくしている１つの原因は次の点にある．与えられた aΩに対し，bΩ′ := RΩ′

Ω (aΩ)と
しよう．このとき，

π−1
Λ(d),Ω(Oa,Ω) = π−1

Λ(d),Ω′(Ob,Ω′)
(
⇔ T ∗

Oa,Ω
EΩ(d) = T ∗

Ob,Ω′EΩ′(d)
)

であったとしても，一般には

π−1
Λ(d),Ω(Oa,Ω) 6= π−1

Λ(d),Ω′(Ob,Ω′)

である．したがって「closureをとって，さらにその中から genericに点を選ぶ」という操
作は，どうしても行わざるを得ない．

特に重要なのは，RΩ
Ω0
と RΩ0

Ω =
(
RΩ

Ω0

)−1 である．特殊な orientation Ω0 に関しては，
crystal structure

(
BΩ0 ; wt, εi, ϕi, ẽi, f̃i

)
が完全にわかっているので，もしRΩ

Ω0
とRΩ0

Ω が具
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体的に書ければ，
(
BΩ; wt, εi, ϕi, ẽi, f̃i

)
を完全に記述することができる27．∗付きの crystal

structureについても同様である．したがって，話は

Q２：与えられたΩに対し，RΩ
Ω0
とRΩ0

Ω を具体的に記述せよ

という問題に還元される．

A型の場合，この問題は完全に解けている ([3],[17])が，答は非常にややこしいので具
体的な公式を述べることは止めておく．詳しくは原論文を参照されたい．

5.5. Open problems.

本節では，今回の話に関連する未解決問題をいくつか紹介しよう．

Problem 1：D型，E型での ZN
≥0の crystal structureの決定

すでに述べたように，B = tdIrrΛ(d)から ZN
≥0（ただしN = |∆+|）への全単射

Ψ : B ∼→ ZN
≥0

は『Γ = (I,Ω)がDynkin quiver』との仮定のもとに存在する．すなわち，A型でなくと
もD型，E型でもBの持つ crystal structureをΨΩを通じてZN

≥0に移植することが出来る
はずである．種々のデータは完全に与えられているので「あとは計算すればいいという状
態」と言えなくもないが，本当に実行するのはなかなか大変である．実際，A型以外の場
合では，ZN

≥0上の crystal structureを具体的に書き下した結果は知られていないと思う．

Problem 2：Tame case：
同型B ∼= B(∞)は，任意の loopがない quiver Γに対して成り立つ．Dynkin caseの次に

興味があるのは，tameの場合，すなわちΓが extended Dynkinの場合である．Lie theory
sideでは，これは “affine case”と呼ばれる．
話をこの場合に限定すると，B(∞)をパラメトライズする方法が数多く知られている

が，各種パラメトリゼーションと，Λ(d)の既約成分との対応を明示的に与える公式は殆
ど知られていない．

Problem 3：Rigid crystals

これまで

『variety of nilpotent representations Λ(d)のG(d)-軌道
（＝ dimension vector dの nilpotent P (Γ)-moduleの同型類）

を考える替わりに，
Λ(d)の代数多様体としての既約成分全体 IrrΛ(d)を考える』

27実際，例えば ẽi の作用に関しては，

ẽiaΩ =
(
RΩ

Ω0
◦ ẽi ◦RΩ0

Ω

)
(aΩ) (aΩ ∈ BΩ)

が成り立つ．したがって左辺を知りたければ右辺がわかればいいわけだが，左辺に現れる ẽiは「BΩ0 の ẽi」
なので，5.2節で explicit formulaを知っている．ゆえにRΩ

Ω0
とRΩ0

Ω の具体形がわかれば，全てを具体的に
計算出来る．
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という立場で議論を進めてきた．しかしながら，やはり本来の問題意識である “Λ(d)の
G(d)-軌道そのもの”に興味があるのは，言うまでもない．このことに注意して，次の概
念を導入しよう．

Definition 25. Λ ∈ IrrΛ(d)が稠密なG(d)-軌道Oを持つとき，Λは rigidであるという．

Λ ∈ IrrΛ(d)が rigidであれば，Λは P (Γ)-moduleの同型類と対応していると言って良
いだろう．多元環論的な特徴付けとして，次が知られている．

Proposition 26 ([5]). B ∈ Λ(d)とし，対応する P (Γ)-moduleを VBと書く．次は同値．
(a) Ext1P (Γ)(VB, VB) = 0.

(b) Bを通るΛ(d)のG(d)-軌道をO とするとき，O ∈ IrrΛ(d)．すなわち，Λ := Oは
rigid．

多元環の専門家の方々には，(a)の条件の方が “rigid”という感じが伝わるかも知れな
い．また，次も知られている．
• An (1 ≤ n ≤ 4)の場合には，任意のΛ ∈ B = tdIrrΛ(d)は rigidである．
• それ以外の場合には，rigidでない既約成分が必ず存在する．

そこで次の問題を考えよう．

Q3：rigidな既約成分を全てリストアップせよ．

これは問題としては非常に面白いと思う．ただし，話をAn型に限定したとしても，現
状では難しすぎる．dが小さいと既約成分は必ず rigidになる．n ≤ 4だと全ての既約成
分は rigidであり，この状況が最後まで続く．他方，n ≥ 5だと途中に rigidでないものが
現れ始め，dが大きくなるにつれて，ほとんどの既約成分は rigidでなくなってしまう．
以下に知られている rigidでない例の中で，（筆者が知る限り）最も次元の小さいもの

（A5型の場合）を紹介する．この問題は，多元環 side，Lie theory side双方で，それぞれ
の重要な問題に関係しているが，現状ではどうしたらいいか，全くわからない．具体例の
計算から情報を集めるだけでも意味があると思うので，興味のある方は実際に手を動かし
てみるといいだろう28．

Example 27. A5型の場合で，

Ω0 : � � � �
1 2 3 4 5

e e e e eτ1 τ2 τ3 τ4

なる orientationをとる．また，a ∈ BΩ0として，次のものを考える：

a =

0 1 0 0 0
0 0 1 0

1 0 0
0 1

0

.

このとき，対応する既約成分Λaは rigidではない．以下，このことを詳しく見てみよう．

28しかも『１つ１つの計算は，単なる行列の計算である』というところがミソ．
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aに対応する Γ0 = (I,Ω0)の表現は，

Va(d0) =

( C ← C ← {0} ← {0} ← {0})
⊕

({0} ← C ← C ← C ← {0})
⊕

({0} ← {0} ← C ← {0} ← {0})
⊕

({0} ← {0} ← {0} ← C ← C )

(ただし d0 := (1, 2, 2, 2, 1) = −wt(a)).

行列を使って書けば，（基底は適宜選ぶこととして）Ba = (Bτ1 , Bτ2 , Bτ3 , Bτ4) として，

Bτ1 =
(
1 0

)
, Bτ2 =

(
0 0
1 0

)
, Bτ3 =

(
1 0
0 0

)
, Bτ4 =

(
0
1

)
(5.5.1)

となる．Baを通るEΩ0(d0)のG(d0)-orbitをOa.Ω0と書く．このとき，

Λa = π−1
Λ(d0),Ω0

(Oa,Ω0) = G(d0) · π−1
Λ(d0),Ω0

(Ba)

に注意すると，

Λaが rigid．⇔ G(d0) · π−1
Λ(d0),Ω0

(Ba)が dense G(d0)-orbitを持つ．
⇔ π−1

Λ(d0),Ω0
(Ba)が dense G(d0)Ba-orbitを持つ．

ただし

G(d0)Ba := {g ∈ G(d0) | g ·Ba = Ba} (Baの stabilizer)

である．π−1
Λ(d0),Ω0

(Ba)とG(d0)Baは簡単に求めることが出来る．実際，

π−1
Λ(d0),Ω0

(Ba) =

(Bτ1 , Bτ2 , Bτ3 , Bτ4)

∣∣∣∣∣∣
Bτ1Bτ1 = 0, Bτ1Bτ1 = Bτ2Bτ2 ,

Bτ2Bτ2 = Bτ3Bτ3 , Bτ3Bτ3 = Bτ4Bτ4 ,
Bτ4Bτ4 = 0

 .

ここに，Bτ i (i = 1, 2, 3, 4)は

C
Bτ1←−− C2 Bτ2←−− C2 Bτ3←−− C2 Bτ4←−− C

なる行列で，右辺はpreprojective relationsを書き下したものに他ならない．ここに (5.5.1)
を代入し，連立方程式を解けば，

π−1
Λ(d0),Ω0

(Ba) =

{((
0
s

)
,

(
s 0
t 0

)
,

(
0 0
u v

)
,
(
u 0

)) ∣∣∣∣ s, t, u, v ∈ C
}
∼= C4

となる．また，stabilizerも簡単な計算から，

G(d0)Ba =
{
g = (g1, g2, g3, g4, g5) ∈ GL1(C)× (GL2(C))3 ×GL1(C)

∣∣ g ·Ba = Ba

}
=

{
g =

(
a,

(
a 0
b c

)
,

(
c 0
0 d

)
,

(
c 0
e f

)
, f

) ∣∣∣∣ a, c, d, f ∈ C×, b, e ∈ C
}
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となることがわかる．作用の具体形を書き下してみると，((
0
s

)
,

(
s 0
t 0

)
,

(
0 0
u v

)
,
(
u 0

))
g7−→

((
0

a−1cs

)
,

(
a−1cs 0
a−1dt 0

)
,

(
0 0

c−1fu d−1fv

)
,
(
c−1fu 0

))
となり，bと eの部分は自明に作用していることがわかる．すなわち，実際に “効く” の
は，a, c, d, f の部分のみで，これは

(
C×)4に同型．したがって考えるべき状況は，(
C×)4 y C4.

簡単のため s, t, u, vは generic （どれも 0ではない）として，比
su

tv
を考えよう．この

とき，
su

tv

g7−→ a−1cs · c−1fu

a−1dt · d−1fv
=

su

tv
.

すなわち，群G(d0)Baの π−1
Λ(d0),Ω0

(Ba) ∼= C4 への作用は，C4の３次元部分多様体
su

tv
= const

を不変に保ってしまう．したがって，orbitの次元は３を超えることが出来ず，dense orbit
は存在しない29．

それ以外だと，例えば，
0 2 0 0 0

0 0 2 0
2 0 0

0 2
0

,

0 1 0 1 0
0 1 0 1

0 1 0
0 1

0

などに対応する既約成分も rigidではない．左の例は，Example 27の aの各成分を全て２
倍したものになっている．その意味でこれを 2aと書くことにしよう．これを一般化して，
成分を k倍したものを kaと書くことにする．この記法の下に，一般に，

Λaが non-rigid ⇒ Λka (k ∈ Z>0)も non-rigid

ということは比較的容易にわかる．しかし，この系列（k倍していく系列）の一番最初に
あるもの（仮に primitiveな rigid componentとでも呼ぼう）を探し出すのはなかなか難
しく，一般的な解答は与えられていない．
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