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Abstract. We define left differential operators of modules which several algebras act
and study their fundamental properties. We also characterize separable algebras by
making use of our left differential operators.

1. 序

Osborn [7] および Heyneman-Sweedler [2] に始まる可換多元環の微分演算子の理論は,

Sweedler [8] によって非可換多元環へ拡張されたのだが, それは片側加群に値をとる片側
derivationの概念を拡張したものであり, 両側加群に値をとる derivationには遠い概念で
あった. とは言っても, 極めて特殊な derivationとならば関係付けられることが [6] に示
されている. 関連の研究が [3], [4], [5] にある.

本論文では, derivationを包含するような微分演算子を導入する. また, 微分演算子を
用いた分離多元環の特徴付けを考察する.

本論文を通じて, Kは常に単位元を有する可換環を表す. また, §4を除いて, 多元環
はすべて単位元を有し, 多元環上の加群はすべて単位元が恒等的に作用するものとする.

多元環Rの双対多元環をR◦で表す.

2. 左微分演算子

S = {R1, . . . , Rn} をK多元環の有限族とする. K加群Mが, 各 i = 1, . . . , n につい
て左Ri加群構造をもち, i �= j のときRiとRjの作用が可換ならば, M を左 S加群と呼
ぶ. 左 S加群の間の写像 f がどの i = 1, . . . , n についてもRi準同型写像であるとき, f

を S準同型写像と呼ぶ. 右 S加群や両側 S加群についても同様に定義する. S上の右加
群M と左加群N に対して, M ×N からK加群への双線形写像ϕで ϕ(ua, v) = ϕ(u, av)

(u ∈ M , v ∈ N , a ∈ Ri, i = 1, . . . , n)を満たすもののすべてを表現するK加群をM⊗S N

で表し, S上のテンソル積と呼ぶ.

これらの概念は新しいものではない. R = R1 ⊗K · · · ⊗K Rn とおけば, 左 S加群は左
R加群に他ならず, S準同型写像はR準同型写像に他ならず, S上のテンソル積はR上
のテンソル積に他ならない. どうして S加群を持ち出したのかと言うと, §4で扱う単位
元が存在しない多元環でも利用可能だからです.

M , N を左S加群とする. f ∈ HomK(M, N)と a ∈ Ri に対して {f, a} ∈ HomK(M, N)

を次のように定める.

{f, a}(u) = f(au) − af(u) (u ∈ M)

The detailed version of this paper will be submitted for publication elsewhere.
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また, F ⊆ HomK(M, N) と A ⊆ Ri に対し,
{{f, a} | f ∈ F, a ∈ A

}
で生成された

HomK(M, N) のK部分加群を {F, A} で表し, 整数 p ≥ 0 に対する {F, A}p を次のよう
に帰納的に定める.

{F, A}0 = F, {F, A}p+1 = {{F, A}p, A}
Definition 1. S = {R1, . . . , Rn} をK多元環の有限族とし, M , N を左 S加群とする.

また, p = (p1, . . . , pn) を非負整数の順序対とする. f ∈ HomK(M, N) で

{· · · {{f, R1}p1, R2}p2, · · · , Rn}pn = 0

を満たすものを型 pの左微分演算子と呼び, MからN への型pの左微分演算子の全体を
Dp

S(M, N) で表す.

Example 2. n = 1 の場合, 型 (p)の左微分演算子は Sweedler [8] の p− 1 次左微分演算
子のことである.

Example 3. S = {R, R◦} とする. R◦は Rの双対多元環である. f ∈ D(1,1)
S (R, M) で

f(1) = 0 を満たすものはRからR両側加群Mへの derivationに他ならない. このことか
ら, S上の左微分演算子は derivationを一般化したものと見ることができる.

S = {R1, . . . , Rn} を K 多元環の有限族とし, R = R1 ⊗K · · · ⊗K Rn とおく. p =

(p1, . . . , pn)を非負整数の順序対とする. u ∈ Ri⊗K Ri と a ∈ Ri に対して [u, a] = ua−au

とおく. U ⊆ Ri⊗K Ri と A ⊆ Ri に対し,
{
[u, a] | u ∈ U, a ∈ A

}
で生成された Ri⊗K Ri

のK部分加群を [U,A]で表し, 整数 p ≥ 0に対する [U,A]p を次のように帰納的に定める.

[U,A]0 = U, [U,A]p+1 = [[U,A]p, A]

Ri ⊗K Ri において [1 ⊗ 1, Ri]pi
で生成されたRi両側部分加群を Ipi

i で表す. 特に I0
i =

Ri ⊗K Ri である.

Ip
S = Ip1

1 ⊗K · · · ⊗K Ipn
n

とおき, 包含写像 ιpi

i : Ipi

i → I0
i から得られる

ιpS = ιp1

1 ⊗ · · · ⊗ ιpn
n : Ip

S → I0
S

の余核を

πp
S : I0

S → J p
S

とする. ここで, 0 = (0, . . . , 0) である. ωp
S = πp

S
(
(1 ⊗ 1) ⊗ · · · ⊗ (1 ⊗ 1)

)
とおき, 写像

dp
S : R → J p

S

を, dp
S(x) = ωp

Sx (x ∈ R) で定める. 次の定理に示すように, dp
S ∈ Dp

S(R, J p
S ) であり,

型 pのすべての左微分演算子は dp
S と S準同型写像との合成写像として得られる.

M , N を左 S加群とする. 自然な同型写像 σM : M → R ⊗S M と, M の恒等写像 1M

を用いて, 任意の ϕ ∈ HomS(J p
S ⊗S M, N) に対して

ηp
S(M, N)(ϕ) = ϕ(dp

S ⊗ 1M)σM ∈ HomK(M, N)
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と定義する. 即ち, ηp
S(M, N)(ϕ)(u) = ϕ(ωp

S ⊗ u) である.

Theorem 4. 上の記号の下に, dp
S ∈ Dp

S(R, J p
S ) であり, 自然な同型写像

ηp
S(M, N) : HomS(J p

S ⊗S M, N) → Dp
S(M, N)

を得る.

3. 分離性

分離多元環の概念の拡張として, 多元環の有限族の分離性を考察する. K多元環Rの
乗法から得られる自然なR両側準同型写像 R⊗K R → R が分裂するとき, Rは分離多元
環と呼ばれる. これは, RからR両側加群へのderivationがすべて内部 derivationである
ことに同値である. 従って, S = {R, R◦} とおけば, すべての左 S加群M に対して

D(1,1)
S (R, M) = HomR(R, M) + HomR◦(R, M)

が成り立つことにも同値である. この事実から, 次の定義は自然であろう.

Definition 5. S = {R1, . . . , Rn} をK多元環の有限族とし, 1 = (1, . . . , 1) とする. た
だし, n > 1 である. すべての左 S加群 M , N に対して

D1
S(M, N) =

n∑
i=1

HomRi
(M, N)

が成り立つとき, Sは分離的であるという.

次の定理は, 有限族の分離性と分離多元環とのかかわりを示している.

Theorem 6. S = {R1, . . . , Rn}の中の n−1 個が分離多元環ならば, Sは分離的である.

特別な場合として次の強力な事実が得られる.

Theorem 7. S = {R, R◦} が分離的であるためには, Rが分離多元環であることが必要
十分である.

4. 単位元が存在しない場合

本節では単位元の存在しない多元環について考察する. 単位元を付加するだけで得ら
れる結果もあるのだが, 分離性についてはそう簡単ではない.

K多元環の有限族 S = {R1, . . . , Rn} を考える. S上の加群や準同型写像の定義は自
明である. まず, 単位元を付加して考える. K加群 R1

i = K ⊕ Ri の乗法を

(α, x)(β, y) = (αβ, αy + βx + xy)

と定めれば, R1
i は単位元 (1, 0) を有するK 多元環であり, Riを部分多元環として含ん

でいる. S1 = {R1
1, . . . , R1

n}, R1 = R1
1 ⊗K · · · ⊗K R1

n とおく. こうすることによって
Theorem 4を利用することができる.
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Theorem 8. 上の記号の下で, 任意の左S加群M , Nと非負整数の順序対 p = (p1, . . . , pn)

に対して,

ηp
S1(M, N) : HomS(J p

S1 ⊗S M, N) → Dp
S(M, N)

は自然な同型写像である.

次に, 分離性について考察する. 単位元が存在しない場合, Theorem 7は成立しない.

そこで条件を緩めて次の定義を与える.

Definition 9. K多元環Rに対して S = {R, R◦}とおく. すべての左S加群Mに対して

D(1,1)
S (R, M) = HomR(R, M) + HomR◦(R, M)

が成り立つとき, Rを弱分離多元環と呼ぶ.

§3で指摘したように, 単位元を有する場合は弱分離多元環と分離多元環は同じ概念で
ある. 単位元が存在しない場合はそうはいかない. 次の事実と例から, 分離性については
単位元を付加する技法が利用できないことがわかる.

Theorem 10 ([1, Theorem II.2.5]). 体K上の単位元を有する分離多元環は半単純であり,

K上のベクトル空間として有限次元である.

Example 11. 体K上の多元環

⎛
⎜⎝

K K 0

0 0 0

K K 0

⎞
⎟⎠ は弱分離多元環であるが半単純ではない.

Example 12. 体K 上の無限次正方行列で 0とは異なる成分が有限個であるものの全体
は弱分離多元環を成すがK上有限次元ではない.
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