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Abstract. In this paper, we study the periodicity of syzygy functors or Auslander-
Reiten translation which is related to whether Auslander-Reiten components are the
tubes. First recall the basic properties of these periodicity and the classification of
symmetric algebras of tame type. Next we suggest the method to prove that any module
of some tame self-injective algebra is periodic with respect to syzygy functor.

1. 定義と記号

この報告では, 自己入射的な多元環上の射影的でない直既約な加群が syzygy 関手や
Auslander-Reiten 関手に関して周期的であることに関する最近の研究の概説である. これ
らの周期性は Auslander-Reiten component の形が tube だけからなる多元環の研究と深
く関連し調べられている.

以下, K を代数的閉体, 環は K 上の基本 (basic) 有限次元多元環を考えるものとする.
多元環 Λ に対して Λe を Λ の enveloping多元環 Λop⊗K Λとし,以後簡単のためテンサー
積の記号 ⊗K を ⊗ と表すことにする. また, 加群は有限次元右加群を意味し, 有限次元右
Λ-加群の成す圏を modΛ と表す. modΛe は Λ-Λ-両側加群の成す圏に同値であることに
注意しておく.

Lemma 1. 多元環 Λ に対して {e1, e2, . . . , en} を互いに直交する原始べき等元全体の集
合とする. このとき, 直既約な射影 Λe 加群は Λei ⊗ ejΛ の形に同型である. ただし,
ei, ej ∈ {e1, e2, . . . , en} とする.

この Lemma により, {e1, e2, . . . , en} を互いに直交する Λ の原始べき等元全体の集合と
する. このとき, {ei ⊗ ej}i,j が互いに直交する Λe の原始べき等元全体の集合であること
に注意しておく.

Lemma 2. 多元環 Λ に対して, P を射影 Λe-加群とし M を任意の Λ-加群とする. する
とM ⊗Λ P は射影 Λ-加群である.

Proof. 直既約な射影 Λ-加群 ejΛ と K 上の n-次元ベクトル空間 V について, V ⊗ ejΛ は
eiΛ の n 個のコピーの直和に同型なので, V ⊗ ejΛ は射影 Λ-加群である.
Lemma 1. により, P は Λe-加群として⊕i,j (Λei ⊗ ejΛ)に同型である. よって,M⊗ΛP ∼=

⊕i,j ((M ⊗Λ Λei)⊗ ejΛ) により M ⊗ P は射影 Λ-加群である.

Λ-加群 M に対して, M の射影被覆 PΛ(M) → M を考え, その核として M の syzygy
加群ΩΛ(M) を定義する. このとき, Λ-加群としての次の完全列が得られる.

0 −→ ΩΛ(M) −→ PΛ(M) −→M −→ 0.

The paper is in a final form and no version of it will be submitted for publication elsewhere.
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ここで, 多元環 Λ が対称的ならば syzygy 関手 Ω はその安定圏の自己同型関手を導くこと
に注意する. 簡単のために, この自己同型関手をΩ : modΛ

∼→ modΛ と表すことにする.
Λ-module M が Λ-periodic であるとはmodΛ において M が ΩnΛ(M) に同型のときと

する (ただし, n はある自然数とする). さらに, Λ の射影的でない直既約な全ての加群が
Λ-periodic のとき Λ の加群が全て periodic であると呼ぶことにする.

Lemma 3. Λ が Λe-periodic ならば, Λ の加群は全て periodic である.

Proof. Λ が Λe-periodic であるとし, Λe-加群としてΩnΛe(Λ)
∼= Λ を満たす自然数を n と

する. すると, modΛe としての完全列

0→ Λ→ Pn → Pn−1 → · · ·→ P2 → P1 → Λ→ 0(1.1)

が得られる. ただし, Pi は全て射影 Λe-加群とする. ここで, 射影的でない直既約な Λ-加
群 M を用いてテンサー関手 M ⊗Λ − を完全列 (1.1) に作用させると, Λ-加群としての完
全列

0→M →M ⊗Λ Pn →M ⊗Λ Pn−1 → · · ·→M ⊗Λ P2 →M ⊗Λ P1 →M → 0

が得られる. Lemma 2. により, この完全列から左側の M を取り除いた完全列はmodΛ
における M の射影分解 (projective resolution) なので ΩnΛ(M) は M に同型となり, Λ の
加群は periodic である.

2. tame 型の対称多元環について

自己入射的な多元環 Λ に対して, τ を Λ のAuslander-Reiten 関手, N を Λ の中山関手
とする. 多元環が自己入射的ならば, これらは射影加群を射影加群に対応させるので, 安
定圏 modΛ の自己同型関手を導く. 簡単のために, これらを安定圏の間の自己同型関手と
して再び τ や N と表すことにする. [1] において, 自己入射的な多元環の安定圏について
は τ ∼= Ω2N ∼= NΩ2 が成り立つことが示されている.

最初に, 加群の syzygy 関手 Ω に関する周期性と Auslander-Reiten 関手 τ に関する周
期性, 及び中山関手 N に関する周期性の関連について調べる.

Lemma 4. 自己入射的な多元環上の加群 M が Ω, τ,N のうちの 2 つに関して周期的な
らば, 残りの関手に関しても周期的である.

特に, Λ が対称的ならば N が恒等関手に同値なので, M が Ω に関して周期的である
ことと, τ に関して周期的であることは同値である.

多元環の加群が全て periodicであるという性質は Auslander-Reiten component の形と
密接に関連している, 実際に, 多元環 Λ が対称的ならば, 加群が全て periodic であるとい
う性質とその Auslander-Reiten componentが全て tubeの形を持つことが同値となる (メ
ビウスの輪のように tube が捩れていることもあるが). [10], [11] において, 射影加群を含
まない Auslander-Reiten component が τ -periodic な加群を含むならば, その component
内の加群は全て τ に関して周期的である. すなわち, その component は tube の形を持
つ. また, 多元環が対称的でなくてもある自然数 n により N n = idmodΛ が成り立つなら
ば, 同様の議論が成立する.

ここでは, どのような多元環ならば全ての加群が (syzygy 関手に関して) periodic であ
るかを調べることが目的であり, 関連するいくつかの結果が示されている. 既知の結果は
Auslander-Reiten component が tubeであるもの (τ -periodic) に限られることに注意して
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おく. ここでは, tame 型の自己入射的な多元環の加群が全て periodic かどうかに関する,
次の定理を紹介する.

Theorem 5 ([6]). 単純でない既約 (connected) な自己入射的な多元環 Λ に対して次の条
件は同値である.

(1) Λ は tame 型の対称的な多元環で, その全ての加群は periodic である.
(2) Λ は次のいずれかに同型である.

• Dynkin 型の対称的な多元環の socle deformation.
• tubular 型の対称的な多元環の socle deformation.
• quoternion 型の多元環.

{Am,Dm,E6,E7,E8} のいずれかに一致する図形をDynkin図形と呼び, 向きを考えない

とき Dynkin 図形 ∆ となる有向グラフ
−→
∆ について, この path 多元環を H = K

−→
∆ とす

る. すると, H は hereditary であり傾斜H-加群 T を持つ. ここで, T が傾斜加群である
とは, Ext1H(T, T ) = 0 を満たし, かつ T の互いに非同型な直既約直和因子の数が n 個で
あるとする.

ここで T の準同型環 B = EndH T は ∆ 型の傾斜多元環と呼ばれ, この repetitive 多

元環 B̂ とその同型写像により作られる admissible 群 G を用いて構成される軌道多元環
B̂/G として Dynkin ∆ 型の自己入射多元環を定義する.

同様に, tame concealed 多元環を元に tube に属する加群を用いて one-point 拡大を繰
り返し取ることで tubular 型と呼ばれる (2, 2, 2, 2), (3, 3, 3), (2, 4, 4), (2, 3, 6) となるまで拡

大したとき, 拡大環を tubular 多元環と呼ぶ. tubular 多元環 B の repetitive 多元環 B̂ と

その同型写像により生成される admissible 群 G を用いて構成される軌道多元環 B̂/G を
tubular型の自己入射多元環とする。
Dynkin 型 や tubular 型の自己入射多元環 A = B̂/G については, B̂ の正方向の自己同

型写像 g により生成される無限群 G =< g > を用いてガロワ被覆 B̂ → B̂/G = A を自然
に構成することができる. Dynkin型の自己入射多元環は standardな有限表現型、tubular
型の自己入射多元環は standard な non-domestic polynomial growth 多元環である.

また, socle deformationについても復習しておく. Aを自己入射的な K 上の多元環とし,
I を A の両側イデアル, B = A/I を剰余多元環とする. また, {e1, e2, . . . , em, em+1, . . . en}
を A の互いに直交する原始べき等元の集合とし,

{
ei ∈ I ただし i = 1, 2, . . . ,m

ei �∈ I ただし i = m+ 1,m+ 2, . . . , n

を満たすように並べたとき, べき等元 e =
∑n

i=1 を考えると e の剰余元は B の単位元
となる. ここで, 基礎体 K が代数的閉体なので B はある有向グラフと relation により
表すことができるのだが, この有向グラフが有向サイクルを含まずに, かつ eAe のイデ
アル eIe が I の右から考えても左から考えても零化イデアルとなるとき (eIe = {eae ∈
eAe | Ieae = 0} = {eae ∈ eAe | eaeI = 0}), I は deforming イデアルと呼ばれる.

典型的な例としては, 自明な拡大環 A�D(A) は deforming イデアル D(A) を持つこと
を確かめることができる. なお, これを利用し, deforming イデアル I を持つ自己入射的

な多元環 A については, 剰余多元環 B = A/I の repetitive 多元環 B̂ とその自己同型写

像から生成される群 G の軌道多元環 B̂/G と socle 同値 (A/ socA ∼= (B̂/G)/ soc(B̂/G))
であることが示されている. (実際には, 自明な拡大環 B� I と socle 同値である [15]). こ

—179—



のように deforming イデアルの違いで, 自己入射多元環 B̂/G と socle 同値になる自己入

射的な多元環を B̂/G の socle deformation と呼ぶ.
次の条件を全て満たす多元環 Λ を quaternion 型と呼ぶ.

• Λ は既約な無限表現 tame 型の対称多元環である.
• Λ の加群は全て periodic であり, かつ射影的でない直既約 Λ-加群 の周期は全て 4
の倍数である.

• Λ のカルタン行列は non-singular である.

一般化された quaternion 型の有限群の群環のブロックは quaternion 型の多元環であ
る。また, quaternion 型の多元環は有向グラフと relation により定義される無限表現型の
12個の対称多元環のいずれかと森田同値となることが示されている [2], [3], [4].

Proposition 6. 自己入射的な有限表現型の多元環 Λ の全ての加群は periodic である.

Proof. 多元環 Λ が自己入射的なので, syzygy 関手 Ω は直既約 Λ-加群 M を直既約 Λ-加
群 Ω(M) に移す. よって, すべての自然数 n について Ωn(M) � M ならば非同型な直既
約 Λ-加群が無限個存在してしまうので, Λ が有限表現型であることに反する. よって, 各
直既約 Λ-加群 M についてΩn(M) ∼= M となる自然数 n が存在するので, Λ の全ての加
群が periodic である.

Corollary 7 ([14]). 単純でない既約な tame 型の対称多元環 Λ で, 全ての加群が periodic
とすると, 次が成り立つ.

(1) Λ のカルタン行列が singular であることと, Λ がある tubular 多元環 B の自明な
拡大環 B �D(B) に同型である.

(2) Λ が無限表現型ならば, 単純加群の数は 10 個以下で, 多元環の Auslander-Reiten
component から射影加群を取り除いたものはランク 6 以下の tube だけから成る.

(3) Λ は無限表現型で, かつカルタン行列は non-singular であるならば, 単純加群の数
は 4 個以下で, 多元環の Auslander-Reiten component から射影加群を取り除いた
ものはランク 4 以下の tube だけから成る.

有限表現型のとき成り立つように, 対称的でない自己入射的な多元環についてもその全
ての加群が周期的となる例は数多く存在する. tame 型の対称的でない自己入射的な多元
環について成り立つのか,という自然な問題も考えられるが一般論は存在していない. [14]
において, tame 型の対称的でない自己入射的な多元環の具体的な構成法や分類が与えら
れているので, この問題を調べる際には大変参考になる.

最後に, Λe-periodic である wild 多元環 Λ も存在することに注意しておく. 例えば
Dynkin 型の preprojective 多元環 Λ は Λe-periodic である, よって, これは全ての加群が
periodic である wild 多元環の例となる.

3. 多元環の全ての加群が周期的であることを示すための方法

Theorem 8. レヴィ列の長さが 2 以上の安定同値な自己入射的多元環 Λ と Λ′ につい
て, Λ の加群が全て periodic であることと, Λ′ の加群が全て periodic であることは同値
である.

Proof. 2 つの多元環の安定圏に対する, 安定同値な関手 F : modΛ
∼→ modΛ′ につい

て, [1] において, 各対象に対しては F が syzygy 関手と可換であることが示されている.
すなわち安定圏の任意の対象M ∈ Ob (modΛ) に対して FΩΛ(M) ∼= ΩΛ′F (M) が成り
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立つ. ただし, ΩΛ,ΩΛ′ はそれぞれ Λ,Λ′ の syzygy 関手とする. この同型により自然に
FΩnΛ(M)

∼= ΩnΛ′F (M) が得られるので, Λ の加群が全て periodic であることと, Λ′ の加群
が全て periodic であることは同値となる.

[12], [13] において 2 つの自己入射多元環が導来同値ならば安定同値が導かれるので,
全ての加群が periodic であるという性質は多元環の導来同値の不変量でもあることが分
かる.

Theorem 9 ([8]). 代数的閉体 K 上の既約な有限次元多元環 Λ について, 次の条件は同
値である.

(1) 全ての単純 Λ-加群が Λ-periodic である.
(2) ΩnΛe(Λ)

∼= ΛΛσ と σ(ei) = ei を満たす自然数 n と Λ の自己同型写像 σ が存在する.
ただし, {ei} は Λ の互いに非同型な直交べき等元の全体の集合とする.

さらに Λ が,この同値条件をみたすならば, 自己入射的な多元環である.

ここで, Λ-加群 M と Λ の自己準同型写像 f について, M の元 m と Λ の元 a に対し
てm · a = mf(a) により作用を変化させた新しい Λ-加群を Mf と表す. また f が恒等写

像 id : Λ
∼→ Λ のとき, 単にM = MΛ と表すこともある. 左加群 N に対する σN や ΛN

も同様に定める.

Theorem 10 ([5]). 単純でない既約な自己入射多元環 Λ について, 次の条件は同値で
ある.

(1) Λe-加群としての同型 Ω2Λe(Λ)
∼= ΛΛσ を満たす Λ の自己同型写像 σ が存在する.

(2) Λ は中山多元環である.

よく知られた Auslander-Reiten component が全て tube から成る自己入射多元環の場
合でさえ, 全ての加群が periodic であることは分かっていない. しかしながら, 一般に示
されている結果がなくとも, Theorem 9. を利用する事で具体例ならば多元環の全ての加
群が periodic であることを示すことができることがある.

Lemma 11. 自己入射多元環 Λ について, その単純加群が全て Λ-periodic であるとす
る. このとき, Theorem 9. で構成される Λ の自己同型写像 σ がある自然数 n について
σn = id を満たすならば Λ は Λe-periodic である. よって Λ の加群は全て periodic で
ある.

ここで, Theorem 9. で与えられる Λ の自己同型写像 σ の構成法を紹介しておく. 詳細
は [8] にある. 多元環 Λ の単純 Λ-加群が全て periodic であると仮定し, 全ての単純 Λ-加
群 S について ΩnΛ(S)

∼= S を満たす最小の自然数 n をとる. Λ の Λe-加群としての極小射
影分解 (minimal projective resolution) が任意の単純 Λ-加群の極小射影分解をテンサー関
手 S ⊗Λ − を作用させることで導くこと [11] や加群の長さの比較を繰り返すことにより,
この自然数 n を用いて左 Λ-加群としてのΩnΛe(Λ)

∼= Λ が得られる.
Ae-加群としての射影被覆 ϕ : ⊕i(Aei ⊗k eiA)→ ΩnAe(A) に対して b = ϕ(

∑
i ei ⊗ ei) と

おき,右から元 bを作用させることで左 Λ-加群としての同型写像ψ : Λ→ ΩnΛe(Λ),λ �→ λb

が得られる. 実際に,この左 Λ-加群としての同型写像が Λの自己同型写像 σ : Λ
∼→ Λ, r �→

ψ−1(br) により Λe-加群として (両側 Λ-加群として) の同型写像ΩnΛe(Λ)
∼= ΛΛσ を導く.
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